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CAPITULO 1 


Conjuntos 


Em nosso primeiro capítulo estudaremos noções básicas de teoria de conjuntos e lógica 
e investigaremos suas relações. 


1. Conjuntos 


Um conjunto é a noção matemática que sistematiza a ideia de uma coleção de objetos 
distintos, chamados de elementos do conjunto. Quando um dado elemento faz parte do 
conjunto, dizemos que pertence ao conjunto. Assim, as bolas de gude do seu irmão, os 
livros de uma biblioteca, um cardume de peixes e as moléculas de água em uma garrafa 
são todos exemplos de conjuntos. 


É importante observar que o que dissemos acima sobre conjuntos não constitui uma 
verdadeira definição porque, a bem da verdade, conjunto e coleção são basicamente sinôn- 
imos. Por isso, em matemática, conjunto, elemento e pertinência de um elemento a um 
conjunto são consideradas noções primitivas: isto é, que não admitem definição. Mas, 
como usar algo, se não sabemos o que é? A resposta é que especificamos as propriedades, 
ou axiomas que estas noções satisfazem. A palavra axioma é derivada do grego para digno, 
porque estas propriedades são tão fundamentais, que são dignas de serem tomadas como a 
base do estudo dos conjuntos. 


Neste livro não desenvolveremos a teoria de conjuntos a partir de seus axiomas, porque 
isto seria inapropriado em um primeiro contato com esta teoria. Por isso vamos nos con- 
tentar com a noção intuitiva apresentada no início desta seção. Contudo, no capítulo 
usaremos a teoria de conjuntos como fundamento de um tratamento axiomático da geome- 
tria plana, o que lhe dará a oportunidade de saborear uma versão modernizada do mais 
antigo sistema axiomático da matemática. 


Antes de prosseguir, precisamos introduzir um pouco da terminologia. Normalmente 
denotaremos conjuntos por letras maiúsculas e seus elementos por letras minúsculas. Se 
x é um elemento do conjunto S, escrevemos x e S. O símbolo € foi introduzido por 
Giuseppe Peano em 1889 e é uma versão estilizada da letra grega e (épsilon). Diremos que 
os conjuntos S e S’ são iguais se têm exatamente os mesmos elementos; indicamos isto 
escrevendo S = S”. 
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FIGURA 1. Giuseppe Peano 


A maneira mais simples de especificar um conjunto consiste em listar seus elementos 
entre chaves, por exemplo, 


(1) C = {1,2,3,5,7,9, 12, 14}. 


Como única relação relevante entre um conjunto e um elemento é a pertinência, para a qual 
é indiferente a ordem em que os elementos são listados, temos que 


(1,2,3,5,7,9,12,14) = (12,5,7,14,9,2,1,3). 


Da mesma forma, repetir um mesmo elemento entre as chaves não altera o fato de pertencer 
ou não a um dado conjunto; assim, 


{1,2,3,5,7,9, 12, 14} = (1,1,1,2,3,5,5,5,7,9,9,9,9,9,9,12,14). 


A segunda maneira de especificar um conjunto, já utilizada nos exemplos do início desta 
seção, consiste em enunciar uma propriedade comum a todos os elementos de um conjunto 
e somente a estes elementos. Logo veremos mais exemplos, antes,porém, precisamos de 
uma definição. 


Quando todos os elementos de um conjunto A também são elementos de um conjunto 
B, dizemos que A está contido em B, ou que A é subconjunto de B. Denotamos isto 
escrevendo A c B. Em particular, como todos os elementos de A estão contidos em A, 
temos que A c A. Quando o subconjunto B de A não é igual a A, dizemos que se trata de 
um subconjunto próprio de A e escreveremos B ¢ A. 


A especificação de um conjunto a partir de uma dada propriedade é especialmente útil 
quando se trata do subconjunto de um conjunto bem conhecido. Por exemplo, 


S=(1,3,5,7,9) 


é o subconjunto do conjunto C', definido em (I), cujos elementos são todos ímpares. Em 
geral, especificamos o conjunto Y formado pelos elementos x e X que satisfazem uma 
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dada propriedade P(x) escrevendo 
Y = {ze x | Poy}. 
Por exemplo, no caso do conjunto S acima, 
P(x) = x é ímpar; 


assim, 
S={xeC|x é ímpar). 


Pode acontecer de um mesmo subconjunto poder ser especificado a partir de mais de uma 
propriedade diferente; por exemplo, 


S=(reC|1<$27<0). 


Frequentemente é desejável considerar que todos os objetos matemáticos que estamos con- 
siderando em um dado momento sejam elementos de um único conjunto. Quando isto 
ocorre, dizemos que este é nosso conjunto universo. Assim, nos exemplos dos últimos 
parágrafos, o universo era C; na teoria dos números elementar, o universo é o conjunto 
Z dos os números inteiros; já na geometria plana, o universo é o conjunto dos pontos do 
plano. 


A especificação de subconjuntos por meio das propriedades que seus elementos satis- 
fazem tem um efeito colateral inesperado. Por exemplo, nada nos impede de escrever 


V ={xeC |x >20}. 


Entretanto, nenhum elemento de C é maior que 20, portanto não há elementos com os quais 
popular V. Diante disto temos duas saídas. A mais óbvia é decretar que há casos em que 
uma propriedade, apesar de fazer sentido, não define um subconjunto. O problema com 
esta solução é que introduz a necessidade de determinarmos se uma dada propriedade é ou 
não satisfeita por algum elemento do universo, antes de podermos construir o conjunto. Por 
isso, a solução efetivamente adotada em matemática consiste em admitir que um conjunto 
possa não ter nenhum elemento; afinal, uma caixa vazia continua sendo uma caixa. O 
conjunto sem elementos é conhecido como conjunto vazio e denotado por @, de modo que 


V={reCl|x>20}=@. 


Uma propriedade importante do conjunto vazio é que está contido em qualquer conjunto. 
Para entender o porquê disto, lembre-se que, pela definição de inclusão, para que um con- 
junto Y não esteja contido em outro conjunto X é necessário que haja um elemento em 
Y que não esteja em X. Mas @ não tem nenhum elemento que não esteja contido em X. 
Logo, vemos obrigados a concluir, por nossa definição, que @ c X, não importa qual seja 
o conjunto X. 


Como quaisquer objetos podem ser reunidos para formar um conjunto, podemos criar 
um conjunto cujos elementos também são conjuntos. Por exemplo, dado um conjunto 4, 
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podemos formar o conjunto P(A), cujos elementos são os subconjuntos de A. Quando 
A = {1,2,3}, este conjunto será 


P(A) = tg, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 35). 
Dizemos que P(A) é o conjunto potência, ou conjunto das partes de A. No início de 
século XX os matemáticos descobriram que não faz sentido falar de um conjunto universo 
absoluto, que contenha todos os conjuntos possíveis como subconjuntos. Para entender 
o porquê disto, digamos que um tal conjunto existisse. Denotando-o por Q, poderíamos 
definir o subconjunto 
R=(reN|rxéx)cO. 

Mas, neste caso, faz sentido perguntar se R é, ou não um elemento dele próprio. Infeliz- 
mente isto nos leva a um beco sem saída. Lembre-se que o que determina se um dado x e Q 
pertence ou não a R é a condição x é x. Logo, R e R só poderia ocorrer quando R é R. 
Por outro lado, se R é R, então R satisfaz a condição que define a si próprio, donde R e R. 
Em ambos os casos obtivemos afirmações contraditórias. Portanto, para garantir a saúde 
da teoria de conjuntos é necessário que o conjunto Q não possa ser construído. Detalhes 
de como isto é feito podem ser encontrados [1; pp. 46-50]. 


2. Operações com conjuntos 


Nesta seção introduzimos as operações elementares de conjuntos e investigamos, de 
maneira heurística, suas propriedades básicas. A primeira destas operações é a união. Se 
Ae B são subconjuntos de U, definimos sua união AU B por 

AuB={xeU|(xeA) ou (xe B)}. 
Em outras palavras, AU B é o conjunto que resulta quando juntamos os elementos de A e 
de B em um mesmo conjunto. Por exemplo, no caso em que o universo é o conjunto 
N= {0,1,2,3,...} 
dos números naturais a união dos conjuntos 
S = {1,2,3,4,5,7} e 8=(5,6,7,8,9) 


será o conjunto 
Su S = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}. 


Voltando ao caso geral, em que A e B são subconjuntos de U, note que, juntar os 
elementos de A aos elementos de B, ou os elementos de B aos de A, produz o mesmo 
conjunto, temos que 

AUB=BUA, 


de modo que a união de conjuntos é comutativa. Além disso, como @ não tem elementos, 
um conjunto não se altera quando é unido ao vazio, 


AUG=A. 
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Portanto, o conjunto vazio é o elemento neutro da união de conjuntos. Uma propriedade 
semelhante afirma que todo conjunto é idempotente relativamente à união; isto é, que 


AUA=A, 
qualquer que seja o conjunto A c U. No extremo oposto de unir um conjunto com o vazio, 
está uni-lo ao universo. Como todos os elementos de A pertencem a U, obtemos 
AuUW=U, 


propriedade que é conhecida como absorção. 


Para entender a importância da próxima propriedade da união é necessário lembrar que 
só definimos a união de dois conjuntos de cada vez. Para unir três conjuntos, precisamos 
começar unindo dois deles e, então, juntar o resultado ao terceiro. A associatividade nos 
garante que, não importa como fizermos isto, sempre obteremos o mesmo resultado. Mais 
precisamente, se C' também é subconjunto de U, então 


AU(BUC)=(AUB)UC. 


A segunda operação de conjuntos que desejamos considerar é a interseção de dois 
subconjuntos A e B de U, denotada por An B, e definida por 


AnB=(zeU|(xeA) e (xe B)}. 


Note que a única diferença desta definição para a da união é que a conjunção ou da união 
foi trocado por um e. Assim, An B é o conjunto dos elementos que pertencem, simultane- 
amente, a A e B. Voltando ao exemplo usado para ilustrar a união, se 


S = {1,2,3,4,5,7} e S'=(5,6,7,8,9) então Sn S’ = {5,7}. 


Mesmo que dois conjuntos não tenham elementos em comum, sua interseção é um con- 
junto que, neste caso, será vazio. Dois conjuntos cuja interseção é vazia são disjuntos. 
As propriedades da interseção são semelhantes às da união, mas @ e U aparecem com pa- 
péis trocados relativamente ao elemento neutro e absorção. Supondo que A, Be C sejam 
subconjuntos de U, temos que 


AnNB=BnA, AnU=A eAng=g; 
assim como 
An(BnC)=(AnB)nC. 

Todas as propriedades que vimos até agora dizem respeito à combinação de conjuntos 
usando uma única operação, mas nada nos impede de misturar a união com a interseção 
de conjuntos em uma mesma expressão. Neste caso, as propriedades mais importantes são 
aquelas que nos permitem distribuir, tanto a união sobre a interseção, 

AU(BnC)=(AUB)n(AuC), 
quanto a interseção sobre a união, 

An(BuC)=(AnB)u(AnC). 
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A tabela [I| resume todas as propriedades da união e da interseção que vimos acima, com 
seus respectivos nomes. 


Associativa Au(BuC)=(AUB)UC An(BnC)=(AnB)nC 
Comutativa AUB=BuUA AnB=BnA 
Idempotente AUA=A AnA=A 
Elemento neutro AUg=A AnU=A 
Absorção AuU=U And=g 


Distributiva Au(BnC)=(AUB)n(AUC) An(BuC)=(ANB)u(AnC) 


TABELA 1. Propriedades da união e da interseção de conjuntos. 


A última operação com conjunto que consideraremos neste capítulo é o complementar. 
Se A é um subconjunto do universo U, então seu complementar, denotado por 4º, é o 
conjunto constituído pelos elementos de U que não pertencem a A; isto é 


A=(reU|a é A}. 
Por exemplo, quando o universo é 
U = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} e S = 15,6, 7,8,9) então S° = {1,2,3,4}. 


Caso o universo seja o conjunto dos inteiros, o complementar do conjunto dos números 
pares é o conjunto dos números ímpares e vice-versa; já o complementar dos conjunto dos 
números primos é formado pela união do conjunto dos números compostos com {-1,0, 1}, 
porque estes três números não são, nem primos, nem compostos. 


Supondo que U é o universo e A e B são subconjuntos de U, é facil ver que 
(AJ =A, =U e W=øØ, 
mas é bem mais difícil se convencer de que 
(AUB) = A°n BS e (An B) =A°u B°. 


Estas últimas duas propriedades, conhecidas como leis de De Morgan, nos dizem que o 
complementar de uma união não é a união, mas sim a interseção dos complementares dos 
dois conjuntos, ao passo que o complementar da interseção é a união dos complementares. 


Ainda que tenhamos discutido, com algum detalhe, as três operações básicas de con- 
juntos, as definições que oferecemos não são suficientes para que sejamos capazes, por 
exemplo, de provar suas propriedades. Para isso, precisamos explicitar, de maneira pre- 
cisa, o comportamento das conjunções utilizadas para definir a união e a interseção. 
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3. Conectivos lógicos 


Começaremos com algumas definições básicas. Uma proposição é uma afirmação que 
podemos determinar, pelo menos em princípio, se é verdadeira ou falsa. Assim, verdadeiro 
e falso, abreviados como V e F, são os valores verdade que uma proposição pode as- 
sumir. Por exemplo, está chovendo é uma proposição, independentemente do fato de estar 
chovendo agora ou não. Se estiver chovendo, a proposição é verdadeira, caso contrário, 
é falsa; mas, em ambos os casos é uma proposição. Já está chovendo? e feche a porta! 
não são proposições, porque não faz sentido tentar determinar se são verdadeiras ou falsas. 
Contudo, para que tenhamos uma proposição não é necessário que saibamos atribuir um 
valor a uma afirmação neste momento; existe vida em Marte é uma proposição, ainda que, 
neste momento, não possamos determinar se é verdadeira ou falsa. 


Assim como sentenças curtas podem ser combinadas, usando conjunções, para formar 
outras mais longas, proposições podem ser combinadas usando conectivos, para formar 
proposições mais complexas. Começaremos nosso estudo dos conectivos por v (lê-se “ou” 
e A (lê-se “e”, porque é a partir deles que definimos a união e a interseção de conjuntos na 
seção [1] Assim, se A e B são subconjuntos de um conjunto universo U, então 


(2) AuB={xeU|(xeA)v(rzeB)} e AnB=(xeU|(zreA)n(xeB)). 


A primeira coisa a notar é que, para um dado x e U, podemos, ao menos em princípio, 
determinar, tanto se x € A, quanto se x e B, de modo que estas duas sentenças matemáticas 
são proposições, o que nos permite conectá-las usando v e A. 


Como mencionamos ao final da seção anterior, para que possamos provar, com segu- 
rança, as propriedades da união e da interseção de conjuntos é necessário tornar preciso o 
uso dos conectivos v e A, porque as conjunções correspondentes em português são usadas 
de maneira muito imprecisa. Isto é mais flagrante no caso do “ou”, que pode ser tanto in- 
clusivo, como quando dizemos “Pedro ou Paulo virão à festa”, o que não exclui que ambos 
possam vir; quanto exclusivo, como na frase “você tem que escolher entre virar a página 
ou fechar o livro”, que pressupõe que não podemos executar estas duas ações ao mesmo 
tempo. 


Antes de podermos especificar o uso de v e A precisamos de algumas definições. Di- 
remos que uma proposição é composta se é construída combinando outras proposições 
através de conectivos; uma proposição que não é composta, é chamada de atômica. Por 
exemplo, cheguei em casa e preparei o jantar é uma proposição composta, formada ligando 
as proposições atômicas cheguei em casa e preparei o jantar pelo conectivo A. 


A maneira como os valores verdade de uma proposição composta dependem das pro- 
posições atômicas que a constituem é explicitada através de uma tabela verdade. Se a 
proposição composta é formada por n proposições atômicas, sua tabela verdade começa 
com n colunas, indexadas pelas proposições atômicas, e acaba com uma coluna para a 
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composta. Neste caso, as primeiras n posições de cada linha serão preenchidas com V ou 
F, de modo que todas as possíveis combinações destes valores apareça na tabela. A coluna 
final de uma dada linha contém o valor verdade que a proposição composta assume para 
os valores verdade dados nas primeiras n posições daquela linha. 


Por exemplo, a tabela verdade relativa ao conectivo v terá três colunas, indexadas, por 
P, Q e P v Q, em que os símbolos P e Q representam as proposições atômicas. A terceira 
coluna conterá o valor verdade de P v Q que resulta da escolha de valores verdades para 
P e Q feitas nas duas primeiras posições daquela linha. 


J sS SI 
SE sjo 
so s Z |S 
J Y S> 


F F F F 
TABELA 2. Tabelas verdade dos conectivos v e A. 


Na tabela Pļincluímos colunas especificando tanto os valores de v, quanto de A. Como 
você pode constatar, P v Q só é falso quando ambos, P e Q, são falsos, o que corresponde 
a afirmar que v é o “ou inclusivo”. É importante ressaltar que, em matemática, o “ou” 
é sempre considerado como inclusivo. Já em computação, o “ou” exclusivo ou XOR é 
bastante utilizado. No exercício ?? você será chamado a descrever o ou exclusivo a partir 
dos demais conectivos. Já o A não apresenta nenhuma surpresa, uma vez que normalmente 
esperamos que P ^ Q só seja verdade quando P e Q forem ambas verdadeiras. 


Assim como a união e a interseção são operações com conjuntos, os conectivos V e A 
podem ser considerados como operações entre proposições, já que nos permitem combiná- 
las para formar novas proposições. Por exemplo, se P, Q e R são proposições, é possível 
formar 


(PvVvQ)vVR, (PV Q)AR e (PaQ)VR, 


entre muitas outras combinações possíveis. Podemos escrever tabelas verdade para es- 
pecificar o comportamento destas proposições a partir dos valores verdade de P, Q e R, 
utilizando o que já sabemos sobre os conectivos v e ^. Por exemplo, no caso de (PvQ)AR, 
precisaremos de três colunas, uma para cada uma das proposições P, Q e R. Em seguida, 
usamos a tabela referente ao conectivo v para construir a coluna referente a Pv Q. Fi- 
nalmente, usando os valores verdade de Pv Q e R, construímos a coluna correspondente 
a (P v Q)A R usando a tabela verdade para ^. O resultado da aplicação destas etapas é 
ilustrado na tabela 3] 
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P Q R PvR (PvVQ)AR 
VVV V V 
VVF V F 
VFV V V 
V FF V F 
FVV YV V 
FVF V F 
FFV F F 
FFF F F 


TABELA 3. Tabela verdade de (P v Q) ^ R. 


Uma vez que estamos considerando v e A como operações, podemos nos perguntar que 
propriedades satisfazem. Por exemplo, será que ^ distribui sobre v, de modo que 


(PvQ)AR=(PAR)V(QAR)? 


Contudo, antes que seja possível responder a esta pergunta, precisamos saber o que sig- 
nifica dizer que duas proposições são iguais; por definição, isto ocorre quando têm exata- 
mente os mesmos valores verdade. No caso de proposições construídas usando conectivos, 
isto significa que as duas proposições têm os mesmos valores verdade, quaisquer que se- 
jam as escolhas de valores verdade das suas componentes. Uma maneira de verificar isto 
consiste em construir as colunas referentes às duas proposições em uma mesma tabela e 
determinar se são ou não iguais. Fizemos isto, no caso da distributividade de ^ sobre v, na 
tabela [4] 


A distributividade de v sobre A, assim como a associatividade e a comutatividade destes 
dois conectivos, pode ser facilmente provada de maneira análoga. Antes de listar todas as 
propriedades dos conectivos que vimos até agora, precisamos introduzir duas proposições 
especiais: T corresponde à proposição que é sempre verdadeira e | àquela que é sempre 
falsa. As propriedades 


LvPER TVP=mr; LAPESL E TAP SL, 
são provadas na tabela verdade [5] 


O que fizemos até aqui basta para que possamos provar as propriedades da união e 
da interseção de conjuntos. Mas, para definir formalmente o complementar e provar suas 
propriedades precisamos introduzir a negação, denotada por + ou ~, que tem como efeito 
trocar o valor verdade de uma proposição de verdadeiro para falso e vice-versa. Uma 
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P Q R PVO (PvVQ)AR PAR QAR (PAR) V(QGAR) 
VVV V V V V V 
VV F V F F F F 
V FV V V V F V 
V FF V F F F F 
FVV V V F V V 
FVF V F F F F 
FFV F F F F F 
FFF F F F F F 


TABELA 4. Distributividadede ^ sobre v. 


P T L tvP TvP LAP TAP 
VVE V V F V 
FVF F V F F 


TABELA 5. Elemento neutro e absorção para v e ^. 


consequência imediata desta definição é que a dupla negativa retorna uma proposição a 
seu valor verdade original; isto é =~(~P) = P. 


O comportamento da união e da interseção sob a negação é determinado pelas leis de 
De Morgan: 


~(PvQ)=-P^-Q e A(PAQ)=-Pv-q. 


Provamos, na tabela [6] a primeira destas leis como exemplo de uma tabela verdade que 
envolve a negação. 


Outras duas outras propriedades da negação, 
PvaP=T e PaaP=l. 


serão extremamente importantes em demonstrações de capítulos posteriores. A primeira 
destas propriedades é conhecida como princípio do meio excluído porque afirma que qual- 
quer proposição é verdadeira ou falsa, sem que haja uma terceira possibilidade, suposta- 
mente um meio caminho entre as duas. Note que estas propriedades são consequências 
imediatas das tabelas verdade de v e ^, porque, se uma de duas proposições ligadas por v 
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P Q PvQ -(PvQ) -P =Q -Prag 
V V V F F F F 
V F V F F V F 
F V V F V F F 
FF F V V V V 


TABELA 6. Demonstração da lei de De Morgan. 


é verdadeira, a proposição resultante é verdadeira, ao passo que, se uma das proposições 
ligadas pelo ^ é falsa, a resultante é falsa. 


Um sumário geral das propriedades dos conectivos que estudamos neste capítulo pode 
ser encontrada na tabela [7] na qual P, Q e R denotam três proposições. 


Propriedade v A 

Associativa PV(OVE)S(PVQ) VE PA(QAR)=(PAQ)AR 
Comutativa PYQ=QVP PAQSQAP 
Idempotente Py PSP PAP SP 
Elemento neutro Pv l= P PAT=P 
Absorção Pv T=T PA =L 

Meio excluído PvaP=T PaaP=1 

De Morgan -(PvQ) =APa-=Q =(PAQ)=AaPv-=Q 


Distributiva Pv(QAR)=(PVQ)A(PVR) PaA(QvR)=(PAQ)v(PAR) 


TABELA 7. Propriedades dos conectivos v, A e ~. 


4. Aplicações das propriedades dos conectivos 


Nesta seção aplicaremos o que aprendemos na seção anterior a dois problemas: a 
demonstração das propriedades da união e da interseção enunciadas na seção B]e a ve- 
rificação das igualdades entre proposições formadas a partir dos conectivos v, A e ~. 
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Começaremos ilustrando o método a ser utilizado provando a associatividade da união 
de conjuntos, segundo a qual, se A, Be C são subconjuntos de um conjunto universo U, 
então 
AuU(BUC)=(AUB)UC. 

Usando a definição de união como 
(3) AuB=(zeU|(zeA)v(xeB)), 
temos que 

AU(BuUC) =(zeU|(ze A)v(ze(BuUC))). 
Por sua vez, 

BuC=(zreU|(zeB)v(xeC):; 
de modo que 
(4) Au(BuC)=(zeU|(xeA)v((zxeB)v(xeC))). 
Definindo 
P(x)=(xe A), Q(x)=(xeB) e R(x)=(xeC), 

podemos reescrever (4) na forma 
(5) Au(BuC) ={reU| P(e) v (Q(z) Vv R(x))}. 
Note, porém, que P(x), Q(x) e R(x) só são proposições para um dado valor de x; caso 
contrário, não temos como decidir se são afirmações verdadeiras ou falsas. Um raciocínio 
análogo nos permite escrever 

(AUB)UC=(zeU|(P(x)v Q(x)) v R(x)). 


Mas, por definição, dois conjuntos são iguais quando têm os mesmos elementos. Contudo, 
x e U só será elemento de A u (B UC) quando P(x) v (Q(x) v R(x)) for verdadeira e 
só será elemento de (AU B) UC quando (P(x) v Q(x)) v R(x) for verdadeira. Portanto, 
para que os dois conjuntos sejam iguais é necessário que a igualdade 
P(x) v (Q(x) v R(x)) = (P(x) v Q(2)) v R(x) 

seja válida, não importa qual seja o valor escolhido para x € U. Mas isto nós já sabemos que 
é verdade, porque a associatividade do v garante que a igualdade Pv (Qv R) = (PvQ)vR 
vale quaisquer que sejam as proposições P, Q e R. 


Todas as outras propriedades das operações de conjuntos podem ser tratadas da mesma 
maneira. Por exemplo, para provar que 
(Au B) =A°n BS 
usamos a definição do complementar para escrever o lado esquerdo como 
(Au B) ={xreU|ze(AuB)}={reU]-(xe(AuB))} 
e o lado direito como 
Aon B°={xeU|rg Ajn(zreU|xé B}. 
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Recorrendo, agora, à definição da união de conjuntos, obtemos 
(AUB) =(xeU|-((xe A) v (xe B))}. 

Por outro lado, 

Aon Bo={xeU| (xa ¢A)a(r¢ B)}. 
Logo, se 

P(a) = (ve A), e Q(x) = (xe B), 
então, 

(Au B) =(xeU|-(Plx)vQ(x))) e A“nB=(zxeU-P(x)n-Q(x)). 
Portanto, para que (AU B)* = A° n B°, basta que 
(Px) v Q(@)) = =P(z) ^ -Q(2) 

qualquer que seja o x escolhido em U. Como esta igualdade já foi provada na tabela [6] 


podemos concluir que (AU B): = Aºn B®, como desejávamos mostrar. 


Antes de continuar, convém observar que, embora tenhamos definido, nos argumentos 
acima, as proposições que definem a união e a interseção de conjuntos em termos da pert- 
inência aos conjuntos dados, nada nos impede de fazer exatamente o oposto. Suponhamos 
que P(x) e Q(x) são proposições acerca dos elementos de um conjunto universo U. Se 


A={xzeU|P(x)} e B=[freu|Q(=)) 
então 
AUB={xeU| P(x) vQ(z)} e ANB={xeU| P(x) aA Q(a)}. 
Portanto, a união e a interseção de dois conjuntos são definidas a partir da aplicação dos 


conectivos v e A às proposições que os definem. 


Na seção)3| vimos que duas proposições são iguais quando admitem os mesmos valores 
verdade e que isto pode ser provado usando uma tabela verdade. Contudo, agora que 
conhecemos as propriedades básicas dos conectivos v, A e =, podemos usá-las para provar 
a igualdade de proposições de maneira mais direta. Por exemplo, como já provamos, na 
tabela[6] que 


podemos usar esta igualdade para provar a outra lei de De Morgan; isto é, 
=(PaQ) =+Pv =Q. 


A primeira coisa a lembrar é que mostramos que (6) é valida quaisquer que sejam as 
proposições P e Q. Logo, a igualdade tem que continuar valendo se substituírmos P e Q 
por suas negativas. Fazendo isto, obtemos 


Pv =Q) = =(-P) A=(-@). 
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Aplicando, agora, a dupla negativa, encontramos 
+(+PvsQ)=PAQ. 
Negando os dois lados desta igualdade, 
(Pv =Q)) =(P AQ) 
e aplicando novamente a dupla negativa 
=PvAQ=-=(P AQ) 
que é a igualdade que queríamos mostrar. 
Uma tautologia é uma proposição que é sempre verdade, quaisquer que sejam os val- 


ores verdade de suas proposições atômicas. Em outras palavras, uma tautologia é um 
proposição igual a T. Provaremos que 


((PAQ) => R) = (P= (Q = R)) 
é uma tautologia, usando as propriedades dos conectivos Começamos substituindo a im- 


plicação por sua definição em termos de + e v. Fazendo isto verificamos que a proposição 
dada é igual a 


=(-(PaQ)v R)v (=P v (-Q v R)). 
Aplicando a lei de De Morgan a parcela da esquerda, obtemos 

=((aP v AQ) v R)v (=P v (-Q v R)). 
Pela propriedade associativa, a parcela da direita é igual a 

=((aP v AQ) v R) v (nP v -=Q) v R). 
Finalmente, o resultado segue pelo princípio do meio excluído. 


Para um outro exemplo, um pouco mais elaborado, provaremos que 
(PaA=AR)v ((PvVQ)a(-QvP))=P 
Começamos usando a comutatividade do v, que nos dá 
(PaaR)v ((PvVQ)aA (Qv P)) = (PAAR) v (Pv Q)A (Pv -Q)). 
Aplicando, em seguida, a distributividade de v sobre A para pôr P em evidência, temos 
que 
(PaaR)v ((PvQ)A(Pv-AQ)) =(PA=AR) v(Pv(QA-=Q)). 
Mas, Q A ~Q =1, que é o elemento neutro do v, donde 
(PaaR)v(Pv(QA-=Q))=(PAaAR)VP. 


Usando, novamente, a distributiva de v sobre A, seguida da idempoténcia do v, chegamos 
a 
(PaA=AR)v P=(PvP)A(ARV P)=Pa(ARvP). 
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Neste ponto procedemos de maneira bastante pouco intuitiva. Como | é o elemento neutro 
do v, podemos escrever 


Pa(ARv P)=(1VvP)a (ARV P); 
que, pela distributiva nos da 
(L VP) A(ARVP)=(LAAR) VP. 


Finalmente, por absorção, 
(1 AAR) v P=1 vP 
que é igual a P, pois L é o elemento neutro do v. 


5. Implicação 


Nosso próximo conectivo é, simultaneamente, muito importante, mas mais problemático 
que todos os anteriores. Importante porque a construção se P então Q está por trás de quase 
todas as deduções em matemática; problemático, porque seu comportamento foi, na Grécia 
Antiga, fonte de discussão e divergência e, ainda hoje, causa estranheza a quem a encontra 
pela primeira vez. 


Escrevendo no segundo século d.C., o filósofo cético Sextus Empiricus relata em seu 
tratado Contra os lógicos que 


todos os dialéticos declaram uma implicação [se P então Q] como sendo 
correta quando seu consequente [Q] segue de seu antecedente [P], mas 
sobre em que circunstâncias e como eles seguem um do outro eles se 
desentenderam abertamente. Assim, Fílon decretou que a verdade da 
implicação ocorre quando não começa com algo verdadeiro e se encerra 
com algo falso. De modo que, segundo ele, a implicação é verdadeira 
em três casos e falsa em apenas um[] 


Em outras palavras, segundo Fílon, a implicação se P então Q só é falsa quando P é 
verdadeira e Q é falsa. Contudo Diodoro Crônos, que fora professor de Fílon discordava 
desta afirmação. Segundo Sextus, 


Diodoro declara uma implicação como sendo verdadeira quando nem 
havia admitido, nem admitia um precedende verdadeiro e um conse- 
quente falso, opondo-se, assim, à tese de Fílon. Porque a implicação 
“se for dia, estou conversando” seria verdadeira segundo Fílon, se agora 
for dia e estou conversando, porque começa com a clásula verdadeira “se 
for dia” e acaba com a também verdadeira “estou conversando”. Con- 
tudo, esta mesma implicação seria falsa para Diodoro; porque admite 


‘Contra os lógicos 11.112-114, 
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que, em algum momento, possa começar com uma cláusula verdadeira e 
acabar com uma falsa, quando eu me calar. 


A razão para essa afirmação de Diodoro era que, de seu ponto de vista, uma implicação só 
poderia ser verdadeira quando o antecedente nunca possa levar a uma conclusão falsa. 


A escolha de Fílon para os valores verdade da implicação aparece, de maneira im- 
plícita, nos Anteriores analíticos de Aristóteles, escrito 500 anos. Um dos exemplos que 
Aristóteles propõe é o seguinte [} 


se um ser humano é uma pedra e uma pedra é um animal então um ser 
humano é um animal. 


Para entender melhor o que está por trás do exemplo, digamos que H é o conjunto dos 
seres humanos, P é o conjunto das pedras e 4 é o conjunto dos animais. Então o exemplo 
de Aristóteles pode ser reformulado como 


(Hc P)a (Pc A) = (HCA). 


O ponto central é que, a partir de H c Pe P c A podemos deduzir corretamente que 
H c A, que é uma afirmação verdadeira, muito embora H c Pe P c A sejam ambas falsas. 
Isto sugere que é razoável admitir que, de uma afirmação falsa, seja possível deduzir uma 
afirmação verdadeira. 


Ainda que a posição de Fílon tenha acabado por prevalecer, ela só se tornou padrão a 
partir dos trabalhos de G. Frege, no final do século XIX, e do Principia Mathematica de B. 
Russell e A. N. Whitehead, cujo primeiro volume foi publicado em 1910. Segundo Russel 
e Whitehead a implicação [8] p. 7] 


é uma função proposicional com dois argumentos p e q, e é a proposição 
de que não-p ou q é verdade, isto é, é a proposição ~ p v q. Assim, se p 
é verdadeira, então ~ p é falsa e, consequentemente, a única alternativa 
deixada pela proposição ~ p v q é que q seja verdadeira. Em outras 
palavras, se p e ~ p V q são ambas verdadeiras, então q é verdadeira. 
Neste sentido nos referiremos à proposição - p v q como p implica q. 
A ideia contida nesta função proposicional é tão importante que requer 
um simbolismo que, com simplicidade direta, represente a proposição 
como contendo p e q, sem a intervenção direta de ~ p. Mas “implica” 
como usado aqui não expressa nada além da conexão entre p e q também 
expressa pela disjunção “não-p ou q”. 


*ibidem IL.115. 
3Anteriores analíticos 53b27 
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Q PQ 
V vV 
F F 
V vV 


F F V 
TABELA 8. Tabela verdade de P => Q. 


FON, SY 


Assim como o conectivo de negação ~, usado por Russell e Whitehead, acabou sendo 
substituído por —, a implicação, que denotavam por >, é, agora, normalmente denotada por 
=>. Usando esta última notação, podemos dizer que, segundo Fílon, Frege, Russell e 
Whitehead, 


(7) (P = Q)=-PvQ, 


cuja tabela verdade é dada na tabela [8] 
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FIGURA 2. A página de rosto e a definição de implicação no Principia Mathematica 


1] FUNCTIONS OF PROPOSITIONS Li 


p and q as arguments, It is also called the logical product of p and q. 
Accordingly p . q means that both p and q are true, It is easily seen that 
this function can be defined in terms of the two preceding functions. For 
when p and q are both true it must be false that either ~p or ~q is true, 
Hence in this book pq is merely a shortened form of symbolism for 


(mpg). 
If any further idea attaches to the proposition “both p and q are true,” 
it is not required here. 


The Implicative Function is a propositional function with two argu- 
ments p and q, and is the proposition that either not-p or q is true, that 
is, it is the proposition ~p vq. Thus if p is true, ~p is false, and accord- 
ingly the only alternative left by the proposition ~pvq is that q is true. 
In other words if p and ~pvq are both true, then q is true. In this sense 
the proposition ~p vy ‘will be quoted as stating that p implies q. The 
idea contained in this propositional function is so important that it requires 
a symbolism which with direct simplicity represents the proposition as con- 
necting p and q without the intervention of ~p. But “implies” as used 
here expresses ‘nothing else than the connection between p and q also 
expressed by the disjunction “not-p or q.” The symbol employed for 
“p implies q,” ie. for “~pvq,” is “pq” This symbol may also be read 
“if p, then q.” The association of implication with the use of an apparent 
variable produces an extension called “formal implication.” This is ex- 
plained later: it is an idea derivative from “implication” as here defined, 
When it is necessary explicitly to discriminate “implication” from “formal 
implication is called “material implication.” Thus“ material implication” 
is simply “implication” as here defined. The process of inference, which 
in common usage is often confused with implication, is explained immediately. 


These four functions of propositions are the fundamental constant (i.e. 
definite) propositional functions with propositions as arguments, and all other 
constant propositional functions with propositions as arguments, so far as 
they are required in the present work, are formed out of them by successive 
steps. No variable propositional functions of this kind occur in this work. 


Equivalence. The simplest example of the formation of a more complex 
function of propositions by the use of these four fundamental forms is 
furnished by “equivalence.” Two propositions p and q are said to be 
“equivalent” when p implies q and implies p. This relation between p and 
q is denoted by “p=q.” Thus “p=q" stands for “(p>g)-(q>p)” It is 
easily seen that’ two propositions are equivalent when, and only when, they 
are both true or are both false. Equivalence rises in the scale of importance 
when we come to “formal implication” and thus to “formal equivalence.” It 
must not be supposed that two propositions which are equivalent are in 
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A definição de P => Q como =P v Q nos permite determinar facilmente sua negativa, 
pois pelas leis de De Morgan e a dupla negativa, 
donde 

-(P => Q)=Pa-Q. 

Portanto, ao contrário do que poderia lhe parecer a primeira vista, a negação de uma impli- 
cação não é obtida invertendo o sentido da seta. Isto pode ser constatado na tabela verdade 
comparando a terceira e quarta colunas na tabela |da página[19| A propósito, implicação 
Q = P é a recíproca de P — Q; ao passo que -Q = ~P é sua contrapositiva. Esta 


última tem uma propriedade extremamente importante. Para obtê-la aplicamos a definição 
(7), obtendo 


que, pela dupla negativa e comutatividade do v, nos dá 
(+Q = +P)=QvaP=+PvQ. 


Portanto, 


(-Q = -P)=P=Q. 
Do ponto de vista prático isto significa que tanto faz provar uma implicação ou sua con- 
trapositiva, porque ambas tém exatamente os mesmos valores verdade. Teremos muitas 
oportunidades de aplicar a contrapositiva quando começarmos nosso estudo de funções, 
no próximo capítulo. 


Matemáticos e filósofos costumam identificar os papéis de P e Q na implicação P => 
Q em termos de condições suficientes e condições necessárias. Como basta que P seja 
verdadeira, para que Q também seja, dizemos que P é uma condição suficiente para que Q 
seja verdadeira. Por outro lado, Q é uma condição necessária para que P ocorra, porque 
Q sempre está sempre presente quando P é verdadeira. Infelizmente, na linguagem do 
dia-a-dia a diferença entre o que é suficiente e o que é necessário é muito pouco clara, o 
que tende a criar uma certa confusão. Os seguintes exemplos talvez ajudem um pouco a 
esclarecer a diferença entre os dois termos: 


é necessário que haja nuvens para que possa chover, porque sempre que 
chove as nuvens estão presentes, mas não é suficiente, porque nem sem- 
pre chove em um dia nublado. 


Por outro lado, 


é suficiente que eu tenha uma caneta para que possa escrever, mas não é 
necessário, porque posso escrever com um lápis. 
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Assim como v e A, a implicação pode ser interpretada em termos de conjuntos. Se 4 e 
B são conjuntos, então, 
(xe A) => (re B) 
nos diz que todo elemento que está em A, também está em B, o que, por definição, equivale 
a afirmar que A c B. Como A = B ocorre exatamente quando A c Be B c A, podemos 
definir a igualdade de conjuntos pela proposição 


((x € A) = (zx € B)) ^a ((x € B) => (z € 4)). 


Na verdade, 
(P = Q) ^ (Q = P) 

ocorre com tanta frequência que tem um símbolo próprio, sendo denotado por <=, que 
representa a fusão de uma seta apontando para a direita com uma seta apontando para a 
esquerda. Quando P <=> Q dizemos que P é equivalente a Q ou que P vale se, e somente 
se, Q vale. A tabela verdade para <=> pode ser obtida, facilmente, a partir das tabelas 
para = e ^, como ilustrado na tabela p} Como seria de esperar P <> Q só é verdadeira 
quando ambos P e Q têm os mesmos valores verdade. 


P Q P= Q Q= P (P = Q) (Q = P) 
V V V V V 
V F F V F 
F V V F F 
F F V V V 


TABELA 9. Tabela verdade de P —> Q = (P => Q) ^ (Q <= P). 


A primeira vista pode parecer que P = Q é um conectivo secundário, porque pode 
ser expresso a partir de = e v. Contudo, as leis de De Morgan nos permitem também 
expressar A em termos de - e v, pois 


PAQ =-(-Pv-Q) 
e v em função de = e ^, já que 
PvQ = —(+PA-Q). 


Assim, qualquer proposição pode ser escrita usando apenas v e = ou apenas A e +. Por 
exemplo, usando a igualdade (7), podemos escrever 


(8) (P = Q) v (PA (-Q = R)) 


na forma 


(“Pv Q)v-(-Pv (Qv R)) 
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que, pelas leis de De Morgan equivale a 


a((PA3Q)AA(P A A(=Q A -=R))). 
Antes que você comece a achar que, embora v e A sejam intercambiáveis, a negação é, de 
alguma forma, um conectivo fundamental, note que, segundo a tabela[10| ~P = (P => 1). 
Conclusão: quais conectivos você deseja tomar como fundamentais é, em grande parte, 
uma questão de conveniência. 


Pi P= 
V F F 


F F V 
TABELA 10. Tabela verdade de P ==>. 


Exercícios 


1. Quais das seguintes sentenças descrevem um conjunto? 
(a) Números dos CPFs de cada brasileiro; 
(b) palavras do dicionário, enumeradas em ordem alfabética; 
(c) números inteiros que são simultaneamente pares e ímpares. 


2. Quais das afirmações abaixo são verdadeiras e quais são falsas? 
(a) 234 é um elemento do conjunto das placas de carros do Brasil; 
(b) [a,e,i,0,u] é o conjunto das vogais; 

(c) a pertence ao conjunto das vogais; 

(d) {a,a,e,c, b, b} = (a,e,c,b); 

(e) {c} pertence ao conjunto das consoantes; 
(f) @ é subconjunto do conjunto das vogais; 
(g) DE {}; 

(h) Be {Ø}; 

(i) Bc {Ø}. 


3. Dados dois subconjuntos A e B de um conjunto universo U, sea € Ae be B, definimos 


(a,b) = (tas, ta,b)). 
Prove, usando a definição acima e a definição de igualdade de conjunto, que (a,b) = 
(c,d) só pode ocorrer quando a = ce b = d. 


4. Sejam A e B dois subconjuntos de um conjunto U, ambos diferentes de Ø e U. Prove 
ou dê um exemplo para o qual a proposição é falsa: 
(a) quaisquer que sejam os subconjuntos X e Y de U, se AUX = AUY, então X = Y; 


10. 


11. 
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(b) qualquer que seja o subconjunto X c U, se X n A = X N B, então A = B. 


. Sejam P; e P> as proposições dirigi acima de 100 Km/h e fui multado, respectivamente. 


Escreva as seguintes afirmações como expressões nas proposições Pı e Pz, usando os 
conectivos v, A em: 
(a) não fui multado; 


(b) apesar de dirigir acima de 100 Km/h, não fui multado; 


(c) não dirigi acima de 100 Km/h mas acabei sendo multado. 


. Quais das seguintes sentenças são proposições? 


(a) 2>3; 

(b) Espera por mim. 

(c) Isaac Newton nasceu em Grantham. 

(d) Uma curva só tem tangente em um ponto p se seu gradiente em p não for nulo. 
(e) O enunciado desta questão é uma proposição. 


. Sejam P e Q proposições. A igualdade 


(Pv 1)A(Qv T)=P 


é verdadeira? 


. Uma tautologia é uma proposição que é sempre verdade, quaisquer que sejam os val- 


ores verdade de suas proposições atômicas. Em outras palavras, uma tautologia é um 
proposição igual a T. Usando uma tabela verdade, determine se 


-(=P a (P => 0)) = ~Q. 


é, ou nao, uma tautologia. 


. Prove que 


(Pv (Qa R)) v (Q = R) 
é uma tautologia: 
(a) usando uma tabela verdade; 
(b) usando as propriedades dos conectivos. 


Sejam P, e P> proposições. Use o método de tabela verdade para determinar quais das 
seguintes igualdades são verdadeiras. 


(a) (=P, v Po) A Po = Pi; (b) (=P, v P2) A Pi = Po. 


Sejam Pı, Pp e Ps proposições. Use as propriedades dos conectivos para provar as 
identidades abaixo. Você deve indicar qual a propriedade utilizada em cada etapa de 
sua demonstração. 

(a) a(P, v (AP, A P2) ) = =P ^P; 
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1. CONJUNTOS 


(b) =(P; v Pa) v P3 = (=P, v P3) A (aP v P3); 
(c) (PAAR) v ((PvQ)a (Qv P))=P. 


Prove que 


(PROI = R] =P= Q= A) 


é uma tautologia, indicando claramente cada uma das propriedades utilizadas. 


Descreva a tabela verdade do “ou exclusivo”, também conhecido como XOR, e deno- 
tado por ®, e use-a para provar que se P, Q e R são proposições, então 

(a) POQ=QeP; 

b) Pe(QeR)=(PeQ)eR; 

(c) Pe l= P; 

(d) PeP =L. 


Sejam 4 e B subconjuntos de U. Mostre que se A c B, então B° c Ac. 


Se A e B são subconjuntos de um universo U, definimos sua diferença, 
Ax B={xeU]|(xze A)a(z¢B)}. 


Sabendo-se que C também é um subconjunto de U, prove as seguintes propriedades da 
diferença de conjuntos: 

(a) AN B= An BS; 

(b) AN(BUC)=(ANB)n(ANC); 

(c) AN(BnC)=(ANB)JU(ANC); 

(d) A\@=A; 

(e) Ø> A =Ø; 

O AN(BNC)=(AnC)uU(ANB). 


A diferença simétrica dos subconjuntos A e B de um conjunto U é o conjunto 
AAB =(A\ B)u(B\ 4A) 
(a) Mostre que 
AAB = {x €U|(a¢ A) @ (ve B)} 
(b) Mostre que a diferença simétrica é associativa e comutativa. 
(c) Determine o elemento neutro da diferença simétrica. 
(d) Mostre que AAA = Ø. 
(e) Determine o subconjunto X de U que satisfaz a igualdade AA X = B. 
Dica: use a associatividade do © ao provar que a diferença simétrica é associativa. 


CAPITULO 2 


Funcoes 


Imagine um pastor da pré-história, vivendo antes mesmo que os números houvessem 
sido inventados. Como poderia se certificar de que todas as ovelhas voltaram ao redil, onde 
passarao a noite? Se o rebanho é pequeno, poderia dar um nome a cada ovelha. Mas, isto 
seria dificil se o rebanho era grande. Neste caso, poderia fazer corresponder a cada ovelha 
que saísse para o pasto uma pequena pedra, que guardaria em uma sacola. A noite, tiraria 
uma pedra da sacola para cada ovelha que entra no redil. Se alguma ovelha se perdeu, 
sobrarão pedras na sacola. No primeiro caso, o pastor associou a cada ovelha seu nome, 
no segundo, uma pedra. Este tipo de associação está na origem de nosso conceito atual de 
função, que é o tema deste capítulo. Antes porém, precisamos completar nosso estudo de 
lógica introduzindo quantificadores. 


1. Quantificadores 


O que fizemos de lógica até aqui nos permite expressar simbolicamente muitas propo- 
sições matemáticas, mas também deixa muitas de fora. Por exemplo, podemos escrever a 
soma de dois números inteiros é um número inteiro na forma 


(9) (veZ)n(yeZ)) = (2 + y € Z), 


mas não que o conjunto dos inteiros admite um elemento neutro para a adição. O problema 
é que esta última afirmação diz respeito à existência de um elemento especial em Z e nada 
do que fizemos até aqui nos permite formular uma proposição que trata da existência de 
elementos com certas propriedades em um conjunto. Para isto precisamos introduzir os 
chamados quantificadores; antes, porém, convém analisarmos (9) mais de perto. 


Para começar, precisamos introduzir um pouco de terminologia. Diremos que um sim- 
bolo em uma sentença é uma variável livre se pode ser substituído por algum valor, à nossa 
escolha; caso contrário, a variável é ligada. Por exemplo, a variável x é livre em x € Z, 
mas é ligada em (x = 2) ==> x e Z. Uma sentença que tem uma variável livre não pode 
ser uma proposição, porque não temos como determinar, nem mesmo em princípio, se algo 
como x € Z é verdadeiro ou falso, sem conhecer o valor de x. Afinal, se x = 2, então x e Z 
é verdadeira; mas é falsa se x = 2/3. Assim, para que uma sentença seja uma proposição 
todas as suas variáveis têm que ser ligadas. 
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E quanto a (9)? De uma lado sabemos que é uma proposição, até mesmo uma proposição 
verdadeira. Mas, como isto pode ser compatível com a afirmação de que em sentenças da 
forma x € Ze y € Z as variáveis x e y são livres? A resposta está em que, ainda que 
implicitamente, interpretamos x e y como se referindo a números inteiros quaisquer. Para 
tornar isto mais claro, basta reescrever (9) na forma 


quaisquer que sejam os inteiros x e y, temos que x + y é inteiro. 


Assim, a presença (ainda que implícita) de um qualquer liga uma sentença aos elementos 
de um conjunto, fazendo com que se torne uma proposição. 


Com isto podemos voltar ao elemento neutro da adição de inteiros, que é definido pela 
propriedade x + z = x. Diante do que vimos acima, é claramente necessário adicionar um 
para todo x inteiro antes da fórmula, para que se torne uma proposição. Mas isto não basta, 
porque, a esta altura, z é apenas mais um símbolo e, portanto, uma variável livre. O que a 
propriedade x + z = x prescreve é a existência de um inteiro especial z, com a propriedade 
de que qualquer que seja o inteiro x, temos x + z = x. 


Os termos qualquer e existe, usados para ligar as variáveis de uma fórmula aos el- 
ementos de um conjunto são chamados de quantificadores. No primeiro caso, temos o 
quantificador universal, no segundo o quantificador existencial. Em 1897 Peano intro- 
duziu uma letra E maiúscula refletida (italiano esiste = português existe) para representar 
o quantificador existencial. Assim, se X é um conjunto e P(x) é uma propriedade que se 
aplica a algum elemento x e X, escrevemos 


Jx e X, P(x) 


para indicar que existe em X um elemento x para o qual P(x) é verdadeira. Por analogia 
com J, G. K. E. Gentzen introduziu, em 1935, um A maiúsculo invertido (alemão alle = 
inglês all) para representar o quantificador universal, de modo que 


Vae X, P(x) 


equivale a dizer que P(x) é verdadeira para todo elemento x em X. Usando esta termi- 
nologia, (9) podem ser escrita como 


(10) (Vee Z),(VyeZ,(x+yeZ)) 
e a existência do elemento neutro como 
(IzeZ),(VxeZ,(x+2=1)). 


Quando um mesmo quantificador é aplicado a mais de uma variável de um mesmo con- 
junto, podemos escrevê-lo apenas uma vez, de modo que 


(Vz,yeZ),(x+yeZ) 


é uma abreviação para (10). E importante chamar, desde já, sua atenção para o fato de 
que a ordem em que os quantificadores aparecem pode fazer uma enorme diferença no 
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significado da proposição. Por exemplo, 
Va eZ, (sy €Z,(a+y=0)) 


nos diz que todo inteiro tem um simétrico, que normalmente denotados por —x. O mesmo 
enunciado em português seria algo como 


para cada inteiro x, existe um inteiro y tal que x + y = 0. 


Invertendo os quantificadores, obtemos 
Jye Z, (Va €Z,(a+y=0)) 


ou, em portugués, 
existe um inteiro y tal que, para cada inteiro x, x + y = 0. 


Na primeira proposição o valor de y = -x depende do valor de x; mas não na segunda, 
porque ela prescreve a existência de pelo menos um y relativamente ao qual x + y = 0 para 
todo x. Contudo, se 2+y = 0 e 3+y = 0 fossem ambos verdadeiros, teríamos que 2 = 3, que 
é obviamente falso. Nosso estudo de funções nas próximas seções trará uma abundância 
de exemplos no uso dos dois quantificadores. Antes, porém, precisamos determinar como 
negar uma proposição envolvendo quantificadores. 


Lembre-se que o conectivo ~ se caracteriza por inverter o valor verdade de uma propo- 
sição. Assim, nosso ponto de partida deve ser a pergunta: sob que condições Vx e X, P(x) 
é falsa? Por exemplo, se X é um subconjunto de Z e P(x) representa a sentença x é par, 
então Va e X, P(x) é a proposição os números inteiros em X são pares. Portanto, basta 
que haja um número ímpar em X, para que Vx e X, P(x) seja falsa. Logo, 


(11) (Vz € X, P(x)) = 3x € X,(+P(x)). 


Reciprocamente, 3x e X, P(x) afirma a existência de, pelo menos, um número par no 
conjunto X. Assim, Jx e X, P(x) será falsa, quando todos os elementos de x forem 
ímpares; donde 


(12) (Sz € X, P(x)) = Va € X,(+P(x)). 
Vejamos um exemplo mais elaborado. Na geometria euclidiana plana, que estudamos na 


escola, vale a seguinte afirmação 


para toda reta r e todo ponto p fora de r existe uma reta r’, paralela a r, 
que contém p. 


Para escrever isto usando quantificadores é conveniente introduzir alguns símbolos. Es- 
creveremos P e L para, respectivamente, o conjunto dos pontos e das retas do plano. De- 
notanto por r || r’ o fato de r ser paralela a r’, a propriedade acima pode ser escrita na 
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forma 
(13) Yr e L, (Yp € P, (p ¢r ==> (Ar eL, ((per’) A (mr || r))))). 


No século XIX, N. I. Lobachevsky e J. Bolyai descobriram, independentemente, que é 
possível criar uma geometria perfeitamente coerente que não satisfaz esta propriedade. 
Portanto, a geometria não euclidiana, descoberta por eles, obedece à negativa da proposição 
(13). Para identificar exatamente o que isto significa, aplicaremos o que aprendemos sobre 
a negativa dos quantificadores a 


~(Vr € L, (Yp € P, (p ¢ r ==> (Or €L, ((per’) A(7’ || r)))))). 
Usando uma vez, 
ar € L, =(Yp € P, (p ¢ r => (Ir e L, ((p er) a (r | r))))) 


e mais uma 

Jr € L, (Ap € P, -(p ¢ r => (r'e L, ((per) a (r rD) 
Traduzindo a implicação em termos de v e ~, 

Jr € L, (3p € P, ((pér)v (Ir € L, ((p € r°) a €r“ || r))))). 
Usando as leis de De Morgan e a dupla negação, 

Jr € L, (3p € P, (per) a =ar" € L, ((p € r°) a (rr). 
Finalmente, por e De Morgan, 

Jr € L, (Ipe P, ((p ¢r) a (Wr € L, ((p £ r°) v tr || 7))))); 
que podemos reescrever na forma 

Jr € L, (3p € P, ((p £r) ^ (Yr € L, (per) => «(|| r))))); 


Portanto, em geometria não euclidiana, 


existem uma reta r e um ponto p ¢ r, de maneira que qualquer reta r’ que 
contém p não é paralela a r. 


Como veremos no capítulo |4| a propriedade que determina uma dada geometria como 
sendo euclidiana é um pouco mais sutil que (13). 


2. Relações 


Nosso tratamento de conjuntos no capítulo [I|deixou de fora uma importante operação 
entre conjuntos, o produto cartesiano. Sejam X e Y dois conjuntos. Sexe X eyeY 
denotamos o conjunto (fx), {x,y}} por (x,y) e dizemos que é um par ordenado. A 
propriedade crucial destes pares é que, se também temos x’ e X ey' e Y, então 


(14) tes toy) = {2 {2y > (waa) (y=9). 
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Para provar isto suponhamos, primeiramente, que x = x’. Neste caso, (x) = {x'} e pode- 
mos ter que 


{x,y} = (x) ou {x,y} = {x',y'}. 
Pela definição de igualdade de conjuntos, o primeiro caso só é possível se x = y = q”; 
donde 


(15) LAD AL eT = {{2}, ey bh 
Como 
{{x}, {x, x}} = {{x}}, 
podemos concluir de que y’ = x. Portanto, no primeiro caso, x = x’ = y = y’, o que 
prova (14). Por outro lado, 
{x,y} = {2y} 


equivale a 
{x,y} = {x,y}, 
pois estamos supondo que xz’ = x. Logo, y = y ou y' = x. Se y’ = y, provamos ao 
passo que, y’ = x nos da 
{x,y} = {x}; 


donde y = x; isto é y = x = y' = x’, que é um caso particular de (14). Finalmente, x + x’ 
implica que 


{x} + {7°}, 
de modo que 
{x} = Edo 
que só é possível quando x = x’ = y’, levando a uma contradição. Provamos, assim, que 
(16) (x,y) = (1,9) = (w= 2") ^ (y = 9). 


Como esta propriedade determina tudo o que precisamos saber, para usar corretamente os 
pares ordenados, você pode até esquecer a definição dada em (14), desde que lembre de 
(16). O produto cartesiano X x Y , mencionado anteriormente, é o conjunto formado pelos 
pares ordenados (x,y), em que x € X e y € Y. Por exemplo, se 


X = {1,2,3,4} e Y = {a,b,c} 
então X x Y é o conjunto 


{(1, a), (1,0), (1, c), (2, a), (2, b), (2, ¢), (3, a), (3, b), (3, c), (4, a), (4, b), (4,c)}- 
Podemos pensar o produto cartesiano como uma tabela de duas entradas, com as colunas 
identificadas pelos elementos de X e as linhas pelos elementos de Y. Aplicando esta 
interpretação ao conjunto acima obtemos a seguinte tabela. 


Uma variação desta interpretação consiste em associar a cada par ordenado um ponto do 
plano. No exemplo acima, obtemos uma malha de 12 pontos, um para cada par ordenado, 
como ilustrado na figura abaixo. 


28 2. FUNCOES 


c| (1,c) | (Due) | (3,c) Ave) 
(2,b) | (3,6) | (4,b) 
a | (1,a) | (2,a) | (3, a) | (4,4) 
1 2 3 4 


o 
“~~ 
Ha 
o~ 
wa 


Ao usar esta interpretação, vamos nos referir às duas entradas dos pares ordenados como 
as coordenadas do ponto que corresponde a este par. A primeira coordenada será sempre 
representada ao longo da horizontal e a segunda ao longo da vertical. 


Se X e Y são conjuntos, uma relação é um subconjunto R do produto cartesiano X xY. 
O conjunto X é o domínio de R e Y é seu contradominio. É possível que você esteja se 
perguntando: o que isto tem a ver com o que costumamos chamar de relação; coisas como 
=, +, <? À primeira vista, pode parecer que se trata de mais um caso do fenômeno descrito 
pelo poeta alemão J. W. Goethe; segundo ele, 


o que quer que você diga [aos matemáticos], eles traduzem em sua própria 
linguagem e consequentemente aquilo se torna algo totalmente diferente. 


Neste caso, contudo, o que costumamos chamar de relação entre dois objetos é razoavel- 
mente bem traduzido pelo conceito matemático e vice-versa. Considere, por exemplo, a 
relação entre pessoas e bairros, estabelecida pelo fato de que uma dada pessoa mora em 
um dado bairro. Se Ana, João e Marcos moram em Botafogo, Maria mora na Penha, ao 
passo que Paulo mora na Tijuca, podemos definir 


X = (Ana, João, Marcos, Paulo, Maria} e Y = (Botafogo, Penha, Tijuca. 
e representar a relação mora em pelo subconjunto 
{(Ana, Botafogo), (João, Botafogo), (Marcos, Botafogo), (Paulo, Tijuca), (Maria, Penha) } 


Note que podemos, facilmente, descobrir quem mora onde a partir deste conjunto e, por- 
tanto, reconstruir a relação como originalmente dada. Para outro exemplo, considere o 
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subconjunto 
(17) P={(r,r)eLxL|rar =ø}, 
em que L denota o conjunto das retas do plano. Como duas retas sem ponto em comum 
são paralelas, P define a relação de paralelismo entre retas. Escrevendo 
r || r <<= (r,r) eẸ. 


obtemos a representação usual da noção de paralelismo. 


Dada uma relação R c X x Y, podemos construir sua relação inversa R! trocando as 
posições das duas entradas de cada um dos elementos de R. Assim, 


R = {(y, £) € Y x X | (w,y) € R} 
Por exemplo, a inversa de 
D={(z,y)€Z?|a<y} 
é, por definição, 
D = {(y, £) € Z? | (w,y) € D}, 
que podemos reescrever como 
D = {(y, £) € Z? |x < y}. 


Em outras palavras, a inversa de menor é maior, como seria de esperar. Note que uma 
relação simétrica é sua própria inversa; em particular, qualquer relação de equivalência é 
sua própria inversa. A inversa de uma relação vai desempenhar um papel extremamente 
importante na seção [5| 


Um tipo de relação muito importante, por causa frequência com que aparece, são as 
relações de equivalência. Seja X um conjunto. Para que uma relação Rc X? = X x X seja 
de equivalência, é necessário que satisfaça as seguintes propriedades: 


Reflexiva: Vx € X,((x,1) €R); 
Simétrica: (x, x’) € R => (x',x) €R; 
Transitiva: (((x,y) € R)n((y,2)€R)) => (2,2) ER. 


Por exemplo, o paralelismo de retas, como definido em (17) é uma relação simétrica, 
porque se r não intersecta r’, então r’ não intersecta r. Ela também é transitiva, mas isto 
requer uma demonstração mais delicada, que você encontrará no corolário [5.7|da pagina 
Contudo, esta relação não é reflexiva por r nr =r, qualquer que seja a reta r, de modo 
que uma reta não é paralela a ela mesma, conforme a definição (17). Contudo, podemos 
redefinir a relação de paralelismo de modo que se torne reflexiva, escrevendo 


(18) P=l(rr)eLxL|(rnr'=9)vr=r') 


o que a torna uma relação de equivalência. Como você deve lembrar, a definição de re- 
tas paralelas utilizada no ensino fundamental permite afirmar que uma reta é paralela a 
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ela mesma e, portanto, corresponde a (18) e não a (17). Mas, o que ha de tão bom em 
uma relação de equivalência que justifica forçar que a definição de paralelismo se torne 
reflexiva? 


Para responder a esta pergunta, suponha que R c X x X seja uma relação de equiv- 
alência. Dado um elemento a e X, definimos sua classe de equivalência como sendo o 
conjunto 

a=(xeXl|(a,x)eR). 
Definindo 
£1 ~ Ly > (11,19) ER, 
podemos reescrever a definição de @ na forma 
a=(xeX|a-a). 
Como a propriedade reflexiva nos dá que (a, a) e R, podemos concluir que a e a. Portanto, 


(19) x=(Ja. 


aeX 


Vejamos o que acontece quando duas classes de equivalência se intersectam. Digamos, por 
exemplo, que 


(20) xeand. 
Em particular, 
x ea <4 (a,x) ER; 

donde, como R é simétrica, 

(x,a) ER. 
Por outro lado, se x’ é um elemento qualquer de a, então 

(aja) eR: 
Mas a transitividade de R nos permite deduzir de 

(x'a)ER e (a,x)eR 
que (1',1) € R. Por outro lado, também temos de que 
z €b <= (b,x) € R < (z,b) € R, 


em que a última implicação é consequência da simetria de R. Aplicando, mais uma vez, a 
transitividade, segue-se de 
(x' c)eR e (x,b)ER 
que 
(x',b) € R = > 2’ cb. 
Mostramos, assim, que 
seas t' €b, 
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que equivale a dizer que a c b. Um argumento análogo nos permite provar que a inclusão 


oposta, de modo que q = b. Resumindo, provamos que 
(21) anbsg=>0=b; 


cuja contrapositiva é duas classes de equivalência distintas não têm nenhum elemento em 
comum. Portanto, reescrevendo (19) de modo que os subconjuntos que estamos reunindo 
incluam apenas classes de equivalência distintas, obtemos o seguinte teorema. 


TEOREMA 2.1. Um conjunto no qual está definida uma relação de equivalência pode 
ser escrito como uma união de subconjuntos dois a dois disjuntos. 


A expressão dois a dois disjuntos significa que a interseção de quaisquer dois subcon- 
juntos distintos desta união é vazia. Quando X é uma união de subconjuntos com esta 
propriedade, dizemos que estes subconjuntos formam uma partição de X. A recíproca do 
teorema também é verdadeira. Isto é, uma partição de um conjunto X nos permite 
definir em X uma relação de equivalência cujas classes de equivalência são os subsconjun- 
tos da partição. Mais detalhes podem ser encontrados no exercício [10] 


Com isto podemos convencê-lo facilmente da importância das relações de equivalência 
e de sua ubiquidade no dia-a-dia. Afinal, temos uma relação de equivalência sempre que 
inventamos uma maneira de repartir um conjunto em subconjuntos sem elementos comuns. 
Assim, estão aplicando relações de equivalência: a criança que separa suas bolas de gude 
por cor, a bibliotecária que organiza os livros por tema e o marceneiro que organiza seus 
pregos pelo tamanho. Exemplos em matemática incluem a igualdade, o paralelismo e a 
congruência de triângulos. 


3. Funções 


Nosso ponto de partida é uma pergunta extremamente básica: em que consiste contar? 
A versão mais simples do ato de contar é ilustrada quando uma criança pequena conta 
seus brinquedos, recitando os números em ordem crescente, à medida que aponta para 
cada um deles. Assim, a cada brinquedo é associada uma palavra (um número), a última 
das quais designa a quantidade de brinquedos. Portanto, contar é um caso especial da 
ação de associar; mais precisamente aquele em que, a cada objeto, associamos certas 
palavras, recitadas em uma ordem pré-estabelecida. Além disso, para que a contagem seja 
feita corretamente, é necessário que a cada objeto corresponda uma única destas palavras. 
Resumindo, 


contar pode ser descrito como o ato de associar a cada objeto uma, e 
uma única, palavra de uma lista padronizada, que chamamos de números. 


Como vimos na introdução deste capítulo, o processo de associação, que está por trás 
da contagem, precede a invenção dos próprios números. No cenário que imaginamos lá, o 
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pastor se certificaria de que, ao fim do dia, não perdeu nenhuma de suas ovelhas, associando 
a cada uma delas pequena pedra que guardaria, talvez, em um sacola na cintura. Mas 
pedras pesam e, dependendo do tamanho do rebanho, carregá-las à cintura pode tornar-se 
muito inconveniente. Palavras, contudo, não pesam; mas para que o processo funcione, é 
necessário que sejam padronizadas e recitadas sempre na mesma ordem. 


Como veremos no capítulo [5] apesar de sua origem remontar à pré-história, o conceito 
moderno de função só começou a tomar forma no século XVII, com o desenvolvimento da 
dinâmica e a criação do cálculo infinitesimal. Contudo, a definição que adotaremos neste 
livro é típica da formalização da matemática que ocorreu na primeira metade do século 
XX. Assim, consideraremos uma função como sendo um tipo especial de relação. 


Sejam X e Y conjuntos. Uma relação F c X x Y é uma função se as seguintes 

condições são satisfeitas: 

Condição 1: Va e X, (3y c Y, ((x,y) € F)); 

Condição 2: (x,y) e FA (x,y) e F = y=y'. 
Em palavras, cada elemento x do dominio de F está relacionado a um, e apenas um, ele- 
mento do contradominío, que chamamos de imagem de x em F. Por exemplo, se 

X ={1,2,3,4,5,6,7,8} e Y = {2,4,5,6,7,8,9, 10,11,12, 13,14, 15,16,17} 
a relação 

R = {(1,2), (2,4), (3,6), (4,8), (5, 10), (6, 12), (7,14), (8, 16)} 


é uma função e as imagens de 1 e 5 por esta função são, respectivamente, 2 e 10. Das duas 
relações investigadas na seção anterior, mora em é uma função, porque supusemos que 
cada pessoa mora em um único bairro, mas o paralelismo entre retas não é uma função, 
porque cada reta é paralela a infinitas outras. 


Voltando ao caso geral, a condição 2 nos permite associar a uma função F c X x Y 
uma regra que a cada elemento de X faz corresponder um elemento de Y. Normalmente 
usaremos símbolos diferentes para denotar a função como subconjunto de X xY e a mesma 
função como uma regra. Assim, ao escrever 


X=Y uv XY 


nos referimos à função f com domínio X e contradomínio Y definida por uma regra. A 
relação entre a regra f e o subconjunto F é dada por 


f(a) =yeY es ave X, ((x,y) eF). 


Neste caso, F e f designam apenas duas maneiras diferentes de interpretar uma mesma 
função: como subconjunto, ou como regra. Como o ponto de partida da maior parte dos 
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exemplos que estudaremos será uma regra f : X — Y, é conveniente introduzir 


Dy = {(x, fa) |x €X} 


para designar o subconjunto de X x Y correspondente à regra f. 


Por exemplo, seja £ o conjunto das letras maiúsculas no alfabeto latino e p: £ —> N 
a função que a cada letra associa sua posição no alfabeto. Neste caso, 


To = {(A,1), (B,2), (C,3),..., (Z,25)} 


As regras de muitas funções podem ser descritas por fórmulas explícitas. Assim, no caso 
da função d : Z — Z que a cada número inteiro associa seu dobro, podemos escrever 
d(n) = 2n, para cada n € Z. Outro exemplo do mesmo gênero é a função q : Z — Z 
que a cada número inteiro associa seu quadrado, de modo que q(n) = n2. Os conjuntos 
correspondentes a estas duas funções são, respectivamente 


T'g={(n,2n)|neZ} eT,=((nn)|neZ). 


Naturalmente, nem toda função pode ser descrita por regras tão simples. Este é o caso da 
função de Collatz 
C:N SN 
definida por 
C(n) A quando n é par; 
n)= 
3n+1 quando n é ímpar. 
Teremos mais a dizer sobre esta função na seção[5| Na verdade, a maior parte das funções 
realmente importantes não pode ser definida por nada que seria razoável chamar de fór- 
mula, mas sim por certos procedimentos; razão pela qual tantas delas têm nomes especiais, 
como é o caso do seno, do cosseno, da exponencial, do logaritmo e de tantas outras que 
aparecem de maneira natural em matemática, estatística, física e engenharia, como a função 
gama, a função de Bessel, a função zeta de Riemann e a função hipergeométrica. 


Duas funções f e q, com mesmo domínio X e mesmo contradomínio Y, são iguais se 


vz e X, (f(x) = g(2)). 
Isto significa que duas funções são iguais se dão o mesmo destino a cada elemento de X. 
Note que duas funções iguais podem ser definidas por regras diferentes; como é o caso de 
hı, ha: Z — Z, definidas por 

hi(n) = Vn? e ho(n) = |n]; 


lembrando que „/r sempre denota a raiz positiva de um número real r > 0. 


Encerraremos a seção investigando funções cujo domínio é em um produto cartesiano. 
Se X, Y e Z são três conjuntos e f : X x Y — Z uma função. Para não sobrecarregar a 
notação, a imagem de um par (x,y) € X x Y por f é normalmente denotada por f(x,y) 
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e não por f((x,y)); por isso, tais funções são normalmente chamadas de funções de duas 
variáveis.Por exemplo, a função 
f:iZxZ — Z 
definida pela regra 
f(m,n) = |n -m| 
mede a “distância” entre dois números inteiros; assim, 
f(4,19) =|4-19|=15 e f(-8,3)=|-8-3|=11. 


No dia-a-dia, funções de duas variáveis ocorrem frequentemente na forma de tabelas de 
duas entradas. Por exemplo, uma tabela que tenha os nomes dos alunos de uma dada turma 
na vertical; “Prova 1”, “Prova 2” e “Prova 3” na horizontal e cada casa preenchida com a 
nota (de O a 100) do aluno naquela prova, pode ser interpretada como uma função 


nota : Nomes x (Proval, Prova2, Prova3} — Z. 


No capitulo] utilizaremos funções de duas variáveis para definir a distância entre pontos 
do plano e para medir o tamanho de um ângulo. Uma interpretação alternativa para estas 
funções é investigada no exercício 21] 


4. Funções injetivas, sobrejetivas e bijetivas 


Como no caso das funções de Z em Z que a cada inteiro associam seu dobro ou seu 
quadrado, nem todo elemento do contradomínio de uma função tem que ser imagem de 
um elemento do seu domínio. Isto torna conveniente definir a noção de imagem de uma 
função. Supondo que a função seja f : X — Y, definimos sua imagem por 


im(f) = {f(x) |z €X}; 
isto é, 
y € im(f) = 3x e X, (0,9) Ty): 
de modo que a imagem de uma função é o conjunto formado pelas imagens de cada um 
dos elementos no seu domínio. Portanto, a imagem de x e X por f é um elemento de Y, 
ao passo que a imagem de f é um subconjunto de Y”. 


Por exemplo, se d e q são as funções Z em Z definidas na seção [3] por d(n) = 2n 
e q(n) = n?, então suas imagens são, respectivamente, o conjunto dos números pares e 
o conjunto dos quadrados perfeitos. A imagem da função de Collatz também é fácil de 
determinar. Como 2n é par para todo n e N, temos que 


2n 

C(2n) = Jai 
o que mostra que im(C) =N. 

Quando a imagem de uma função é igual ao seu contradominio, dizemos que a função 

é sobrejetiva. Entre as funções do parágrafo anterior, apenas a de Collatz é sobrejetiva, 
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porque nem todo número natural é par ou um quadrado de outro número natural. Vale 
lembrar que funções são criações humanas e que nada nos impede de redefini-las, sempre 
que necessário, de modo que se tornem sobrejetivas. Por exemplo, podemos substituir 
d pela função d: N — F, em que P é o conjunto dos números pares. Embora isto 
seja viável, nem sempre é conveniente, como ocorre quando somamos ou multiplicamos 
funções, operações que estudaremos na seção [I]do capítulo [5] 


Voltando às funções d e q, verificamos que têm um comportamento muito diferente 
quando aplicadas a diferentes argumentos de seus domínios. De uma lado, 


q(-n) = (=n)? = n? = q(n); 

de outro, 
(22) en = d(n) + d(n’). 
A demonstração desta última afirmação é nossa primeira aplicação importante da contra- 
positiva pois, como vimos na seção [5|do capítulo[l| 
(23) d(n) = d(n) => n=n’, 
é equivalente a (22). Contudo, pela definição de d, a igualdade d(n) = d(n’) é o mesmo 
que 2n = 2n’. Dividindo os dois lados por 2, obtemos n = n’, o que prova e, portanto, 
(22). Em geral, dizemos que uma função f : X — Y é injetiva quando 

Va eX, (x #2’ = f(x) + f(2’)); 
ou, usando a contrapositiva, 

Vee X, (f(x) = f(x) => z = x’). 


A função de Collatz nos dá mais um exemplo de função que não é injetiva, porque qualquer 
número natural da forma 3n + 1 é imagem por C de n e de 6n + 2; por exemplo, quando 
n = 10, temos que 


C(31) =3-31+1=94= = = C(188). 


As funções que são simultaneamente sobrejetivas e injetivas são conhecidas como bi- 
jetivas. Estas funções são especialmente importantes, porque a relação inversa de uma 
função bijetiva também é uma função. Lembre-se que, por definição, a relação r7 está 
relacionada a I’; por 


(24) (x,y) eT p> e (y, x) € r 
TEOREMA 4.1. A relação inversa de uma função f também é função se, e somente se, 


f for bijetora. 


DEMONSTRAÇÃO. Poderíamos provar este teorema usando a definição de função como 
um regra, mas a demonstração fica mais clara se considerarmos a função f : X — Y 
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como um subconjunto I’; c X x Y, que satisfaz as duas condições da página[32] Se f for 
sobrejetiva, então 


(25) vy €Y, (dz, (x,y) e Ds)); 
jase f for injetiva, temos que 
(26) Vea! €X,((,y), (2,9) «Ty = v= 2’). 


Usando podemos reescrever e em termos de E como 
mer (o (oc) © V2.0" eX,((y,2), (2) eT oe"). 


Contudo, estas proposições correspondem a afirmar que Ee satisfaz às condições 1 e 2 que 
usamos para definir funções. Portanto, quando f é sobrejetora e injetora, a relação inversa 
é uma função. Para provar a recíproca, basta ler o argumento de trás para a frente, porque 
se [e satisfaz as condições 1 e 2 da página 32] então um argumento análogo ao utilizado 
acima mostra que f tem que ser sobrejetiva e injetiva. 


Dada uma função bijetiva f : X — Y, denotaremos sua inversa por f~! : Y — X. 
Dito de outra maneira, quando f é bijetora, 
_pel 
Pj- = T} . 


Esta relação entre uma função e sua inversa, que equivale a (24), pode ser expressa de 
maneira mais compacta na forma 


(27) y = f(x) = z = f(y), 


que é a maneira como vamos proceder para calcular a inversa das funções nos exemplos 
abaixo. 


Considere, para começar, a função f : Z — Z definida pela regra f(x) =x +1. Pela 
equivalência (27), 
y= f(z)=a+l— yn 
Portanto, para obter a regra que define f-t basta resolver y = x + 1 relativamente a z. 
Fazendo isto, obtemos 


FAS 
Nosso segundo exemplo será a função d : Z — P definida por d(n) = 2n, na qual Pé o 


conjunto dos números pares. Como já vimos acima, d é injetiva. Além disso, é claramente 
sobrejetiva, o que nos permite concluir que é bijetiva. Procedendo como acima, temos que 


m = d(n) = 2n < > (m) = 5 


que nos dá a regra para a inversa. Nosso próximo exemplo é a função q : Z — Z que leva 
n em n2. Desta vez temos dois problemas, porque a função não é sobrejetiva, nem injetiva. 
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Para construir a partir de q uma função inversível, precisamos restringir a imagem, para 
que se torne sobrejetiva, e o domínio, para que se torne injetiva. Como 
q(m) = q(n2) 
equivale a 
0 =n? -nå = (n - n2) (nı + no). 
Logo, 
q(nı) = q(na) => (mi = n2) V (nı = -n2); 
de modo que, quando nı + nz, a igualdade entre suas imagens só pode ocorrer quando n; = 


-nə2. Portanto, para tornar a função injetiva, basta restringi-la aos inteiros não negativos, 
ou aos inteiros não positivos. Por exemplo, se 


Z ={neZ|n<0} 
então a função 

q- : Z- — im(9) 
é bijetiva e, portanto, inversivel; sua inversa é a função 

E: im(g) > Z- 
definida por 

g-'(m) =-vm. 
Lembre-se que 
me im(q) ={n?|neZ} 

é o conjunto dos quadrados perfeitos, de modo que a função está bem definida. O sinal de 


menos é necessário porque escolhemos Z como domínio para q. 


Para encerrar, faremos uma aplicação do que vimos nesta seção. Se existe uma função 
injetiva f : X — Y, entre dois conjuntos finitos X e Y, então a quantidade de elementos 
em X é menor ou igual a quantidade de elementos de Y. Para entender o porquê disto, basta 
lembrar que, sendo f injetiva, as imagens de elementos distintos de X são necessariamente 
distintas. Assim, 


HX = #im(f) < #Y; 


pois im(f) c Y. No caso particular em que f é bijetiva, sua inversa existe e também é 
bijetiva. Com isso, temos também que 


#Y = #im(f") < #X, 
o que prova o seguinte resultado. 


TEOREMA 4.2. Dois conjuntos finitos têm a mesma quantidade de elementos se existir 
uma função bijetiva que tem um deles como domínio e o outro como contradomínio. 
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Uma manifestação simples desta ideia ocorre quando agrupamos elementos aos pares. 
Por exemplo, para saber se, em um conjunto formado por bolas amarelas e verdes, as quan- 
tidades de bolas das duas cores são iguais, podemos formar pares cujo primeiro elemento 
é uma bola amarela e cujo segundo elemento é uma bola verde. Sempre que a quantidade 
de bolas verdes for maior ou igual que a de bolas amarelas, teremos uma função que, a 
cada bola amarela associa a bola verde que é seu par. Naturalmente, se houver mais bolas 
amarelas que verdes no conjunto, algumas destas últimas não farão parte de nenhum par e 
a função não será sobrejetiva. Contudo, a função que corresponde a um pareamento tem 
que ser injetiva, porque não é possível usar uma mesma bola verde como segundo membro 
em dois pares distintos. Assim, a função construída a partir de um pareamento será bijetiva 
quando as quantidades de bolas das duas cores coincidirem. 


Podemos utilizar esta estratégia para contar, por exemplo, a quantidade de subconjuntos 
do conjunto 
Sie 2: Buc Ty 
a partir do produto cartesiano 


B"º'=Bx-..xB 
HS SS 
n vezes 


de n-cópias do conjunto B = (0,1). Para isto construímos a função 
dn: B” — P(S) 
definida pela regra 
Pili. ge, bn) = {ilb = 1}. 
Por exemplo, 
o5(1, 0, 1, 1, 0) = {1, 3,4} 
Note que, embora o argumento de à, seja a n-upla (b1, ... , bn), escrevemos 


Pn(bi,... bn) em vez de ġn((b1,...,bn)), 


para não complicar desnecessariamente a notação. Esta função é sobrejetiva, pois o sub- 
conjunto 
X = {i1,... ir} cS 
é imagem da n-upla 
1 se ipe X 
by,...,bn) para a qual by = 
(bı ) P q elo ME a 


Por outro lado, para que duas n-uplas 
(bi,..., bn) e DS casando) 


sejam diferentes é necessário que exista pelo menos um índice 1 < k < n tal que by, + bj. 
Mas isto significa que b+ = 1 e b; = 0, ou vice-versa. No primeiro caso, 


k € n(bi,... bn) mas ké da(bi,...,b), 
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e, no segundo, 
k é bn(bi,...,6n) mas kedn(bi,...,bL). 
Como, em ambos os casos, 
Oa Diy tax bn) EA Oy; esa Das 


podemos concluir que à, é injetiva. Logo, a quantidade de subconjuntos de © é igual à 
quantidade de elementos de B”. Como este último conjunto tem 2” elementos, o mesmo 
vale para o conjunto dos subconjuntos de S. 


5. Composição de funções 
Sejam f : X — Y e g : Z — W duas funções. Quando a imagem de f está contida 
no domínio de g, podemos calcular 
g(f(x)) para todo re X. 
Usamos isto para definir uma nova função, a composta 
gof: X — W, 
pela regra 


(go f)\(x)=g(f(x)) para todo re X. 
Podemos ilustrar a definição usando o seguinte diagrama 


X im(f)cY 
N 
N 
gof 
g 
W 


Antes de calcular a composta g o f é imprescindível verificar se a imagem de f está contida 
no domínio de g, se isto não ocorrer, a composta não existe. 


Alguns exemplos ajudarão a entender melhor a definição. Na seção |3| definimos as 
funções 
p:L—Zed:Z—Z 
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que associam, respectivamente, a cada letra maiúscula sua posição no alfabeto e a cada 
número natural seu dobro. Neste caso, 


dop: —> Z 
é a função definida pela regra 


(do p)(£) = d(p(£)) =2-p(£), 


para toda letra maiúscula £; deste modo, 


(dop)(A) =2-p(A) =2 e (dop)(I) =2-p(I) = 18. 


Por outro lado, p o d não está definida, porque a imagem de d é o conjunto dos números 
pares, ao passo que o domínio de p é o conjunto £ das letras maiúsculas. Para um exemplo 
em que ambas as compostas estão definidas, considere a função Como d e q têm Z como 
contradomínio, temos que 


qod:Z— Z e doq: — Z 
são definidas pelas regras 
(ao d)(n) = q(2n) = 4n? e (doq)(n) = d(n?) = 2n?. 


Note que g od + doq, porque,para que duas funções sejam iguais, é necessário que cada 
elemento do domínio tenha a mesma imagem por cada uma delas, o que não ocorre neste 
caso. 


Usando a terminologia introduzida no caso dos conectivos lógicos e das operações 
com conjuntos, expressamos o fato da composta de funções depender da ordem em que as 
funções aparecem dizendo simplesmente que não é uma operação comutativa. Contudo, a 
composta é associativa sempre que é viável. Para tornar a afirmação mais precisa, sejam 


f:Z—W, g:Y¥ —~Zeh: XY 
três funções. Como 
im(h) c Y = domínio de g e im(g) c Z = domínio de f 


as funções f o(goh) e (fog) oh estão bem definidas. Além disso, segue da definição de 
composta que, para todo x e X, 


(fo(goh))(x) = f((geh)(x)) = Fla(h(r))) 
e que 
((fog)oh)(x) = (feg)(h(x)) = f(g(h(«))) 


de modo que, pela definição de igualdade de funções, temos 


fo(goh)=(fog)oh. 
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Quando f : X — X tem contradomínio igual a seu domínio, podemos definir potên- 
cias de f. Há duas maneiras equivalentes de fazer isto. A mais ingênua, consiste em dizer 
que 

fF : X — X, 
quando n € N, é dada pela regra 
f"(x) = (foo fax). 
ee 
Logo, 
Posie TOITE: F(z) =f(F(F(2))), 


e assim por diante. Contudo, é preferível utilizar a definição recursiva: 
f(x) quando n= 1 


da Peas quando n> 1, 


porque é mais fácil de utilizar em demonstrações. Para calcular f*(2) usando a definição 
recursiva, vemos que 


Fa) = H(1(x)), 
ao passo que, 

Pa) = f(f(a)). 
Substituindo a segunda equação na primeira, obtemos 

Pa) = FUP (2)) = FFF (@))), 
que é a mesma resposta encontrada quando utilizamos a primeira definição. 
Vejamos o que ocorre quando calculamos potências da função de Collatz, definida na 
seção [B| Por exemplo, 
C(3)=10, C(10)=5 e C(5)=16, 
donde 
C? (3) = C?(C(3)) = C? (10) = C(C(10)) = C(5) = 16. 

Contudo, em vez de parar aqui, continuemos a calcular a imagem de 3 pelas potências 
consecutivas de C, 


C*(3)=C(16)=8, C*(3)=C(8)=4, CHC =2. e C"(2)=1. 


Fazendo a mesma coisa com as imagens de 7, obtemos 


C(7) = 22 CAT) =u 03(7) = 34 CT) =17 
05(7) = 52 C°(7) = 26 C7(7)=13 08(7) = 40 
CT) = 20 (7) = 10 CH(7)=5 CR(7T) = 16 


C3(7) =8 CM(7) =4 C5(7) =2 C!S(7) = 1, 
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e estamos de volta em 1. Aparentemente, todas as potências consecutivas de C’, calculadas 
em um determinado argumento, acabam por atingir 1, ainda que, como nestes dois casos, 
o expoente da potência que produz 1 dependa do valor escolhido para o argumento. Outros 
exemplos: 
Ch )a1.Cr (is) St. eC j= 1. 

Ninguém sabe ao certo se isto sempre acontece, nem porque deveria ser assim. Segundo 
o matemático Paul Erdôs (1913-1996) “talvez a matemática ainda não esteja madura o 
suficiente para abordar problemas como este”. 


Assim como a adição e multiplicação de números inteiros admitem um elemento neu- 
tro, o mesmo ocorre para a composição de funções. Dado um conjunto X, definimos a 
função identidade idx : X — X pela regra 
idx(x) =z. 
Se Y é um segundo conjunto e f : X — Y é uma função, então, pela definição de 
composição de funções, 
(fo idx)(x) = f(idx(2)) = f(z) 
vale para todo x. Logo, pela definição de igualdade de funções 
fo idx = f. 
Note que não podemos calcular idx o f, porque idx tem X como domínio, ao passo que o 


contradominio de f é Y. Contudo, nada nos impede de construir a função idy : Y — Y, 
definida pela regra idy (y) = y. Com isso, 


(idy o f)(x) = idy(f(x)) = Hm), 


que é perfeitamente válido, pois f(x) e Y. Desta última equação e da definição de igual- 
dade de funções podemos concluir que 


idyo f = f. 
Portanto há duas identidades que podemos compor com uma função de X em Y: idx, que 


pode ser composta à direita, e idy, que pode ser composta à esquerda. 


Na seção [4] vimos que se f : X — Y é uma função bijetiva então sua inversa f-t : 
Y — X satisfaz 
-i 
y = f(x) = x= f (y). 
Podemos expressar isto em termos da composição de funções, observando que, pela equiv- 
alência acima, 


FEP- wre fF") = Fe) = 9, 


que podemos reescrever na forma 


flof-idy e fof '= idy. 


EXERCICIOS 43 
Por exemplo, quando f : Z — Z é a função definida por f(x) = x + 1, temos que 
f(y) =y- 1, donde 
(So FI) =1 IM =Hy-D=(y-1D)+1=9, 
ao passo que 
(o f)(z) = f (F(2))= f7 (+1) = (@+1)-1=z, 


como esperávamos. 


Exercicios 
1. Modele as proposições abaixo usando +, v, A, >, «> e os quantificadores V e J. 
(a) Em todo triângulo, o maior lado é oposto ao maior ângulo. 
(b) A soma de dois ângulos internos de um triângulo é sempre igual a 90º. 


(c) Dados três segmentos de retas de comprimentos a, be c, sea + b > c então existe 
um triângulo cujos lados são estes segmentos. 


(d) Toda equação do segundo grau cujo discriminante é maior ou igual a 0 tem, pelo 
menos, uma raiz real. 


2. Traduza a proposição 
VaceR,(VbeR,((a<b) => (IceR,((a<c)n(c<b))))) 


em português e determine sua negativa. A negativa deve ser construída passo-a-passo e 
expressa em termos da negativa de suas proposições atômicas, indicando a propriedade 
dos conectivos usadas em cada passo. 


3. Uma variação do quantificador existencial é 4!, que significa, existe um e apenas um. 
(a) Modele a sentença 3!x, P(x), em que P(x) é uma proposição, usando apenas 3 e 
os conectivos lógicos. 


(b) Determine a negativa de 3!z, P(x). 


Use as informações a seguir para fazer as questões [4]e/6] Seja Q o conjunto universo 
que consiste no quadrado da figura ||| em que algumas casas estão preenchidas com 
figuras geométricas de várias cores. Considere as seguintes proposições relativas às 
figuras geométricas x e y na figura . 


T(x) = x é um triângulo; P(x) = zx é preto; 

C(x) =x é um círculo; N(x,y) = esta ao norte de y; 
Q(x) = é um quadrado; O(x,y) = « está a oeste de y; 

B(x) = zx é branco; M(x,y) =x tem a mesma cor que y. 


V(x) = zx é vermelho; 


2. FUNÇÕES 


N 


E Oo 


S 
TABELA 1. O quadrado 


. Traduza cada uma das seguintes afirmações em português e determine quais são ver- 
dadeiras e quais são falsas: 


(b) Va, (T(x) — Jy, (Q(y) ^ M(x,y))); 
(c) dz, (Q(z) a Yy, (C(y) — O(2,y))); 
(d) Va, (Q(x) — Jy, (C (y) a M (z,y))); 


. Determine a negativa de cada uma das proposições do exercício 


. Usando a notação do exercício anterior, traduza cada uma das seguintes afirmações 
como uma fórmula lógica a partir de suas proposições atômicas, determine sua negativa 
e traduza esta última em português 

(a) para cada círculo, há um quadrado da mesma cor; 


(b) existe um quadrado a oeste de todos os triângulos; 
(c) todo quadrado vermelho está ao norte de algum triângulo; 


(d) todos os quadrados têm a mesma cor que algum triângulo. 
. Identifique quais das três relações +, <, < em Z x Z são reflexivas, quais são simétricas 
e quais são transitivas. 


. A relação de perpendicularidade entre retas do plano é relexiva? é simétrica? é transi- 
tiva? 


9. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 
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Seja n um número inteiro positivo. Mostre que a relação 9 c Z x Z definida por 
(x,x') € 9 > z- x' é múltiplo de n 


é uma relação de equivalência e determine suas classes de equivalência. 


Seja X um conjunto que admite uma partição. Defina em X uma relação R por 
(x,x') € R se, e somente se, x e x’ são ambos elementos de um mesmo subconjunto 
da partição. Prove que R é uma relação de equivalência em X. 


Quais das seguintes maneiras de associar um objeto a outro são funções? 
(a) a cada brasileir(o)a seu cpf; 

(b) a cada ponto na superfície na Terra sua latitude; 

(c) a cada tecla um caractere na tela do computador; 

(d) a cada cartão de crédito VISA um número de 16 algarismos; 

(e) a cada casa ou prédio de uma rua seu número; 

(f) a cada casa ou prédio da cidade do Rio seu código postal; 

(g) a cada palavra do português sua primeira letra; 

(h) a cada número natural seu consecutivo. 


Para cada uma das funções encontradas no exercício 1, determine: 


(a) seu domínio; (d) se é injetiva; 
(b) seu contradomínio; (e) se é sobrejetiva; 
(c) sua imagem; (f) se é bijetiva. 


Determine quais das regras dadas abaixo definem uma função. Caso a regra não seja 
uma função, você deve explicar o porquê disto. 

(a) fi: Z >N tal que fı(x) = x? - 2; 

(b) fo: N > Z tal que fo(x) = x? - 2; 

(c) f3: N > Q tal que f(x) = x/(x+ 1); 

(d) fa: Z > Qtal que f4(x)=x/(x+1); 

(e) fs:R > R tal que fs(x)=x} z-le]; 

(f) fe: R > N tal que f(x) = |z]; 

em que |x] denota a parte inteira do número real x. 


Determine quais das regras abaixo definem funções. 
hy IN — Z hs A — Z 


E se x<0 E se x <0 
T — Treo 


-x se x20 -x se x2-l 


Para cada uma das regras abaixo, determine um subconjunto D c Z sobre o qual a 
regra define uma função e ache a imagem da função obtida desta maneira. 


2. FUNÇÕES 


(a) fi(x) = 2a; (Gy) fala) = 
(b) fo(x) = |x — 1]; (e) fs(x) = 2°; 
(c) fa(z) = V2-2; Œ felz) = 1/2. 


A propósito: a função f4(x) coincide com a função identidade id(x) = x? 


. Determine a imagem das regras da questão |13| que definem funções e indique se a 
função é ou não sobrejetiva. Quais destas regras definem funções injetivas? 


. Determine a imagem de cada uma das funções de N em N definidas abaixo: 
(a) fi(z) =2+1; 
(b) fo(a) = 2x; 

x 
© fale) =a; TORTEN 


2x se x é par 
(d) fito) =| 8 

x+1 sea éimpar. 
sex >0 


sex <0. 


. Quais das funções do exercício anterior são: sobrejetoras? injetoras? bijetoras? 


. Calcule a foge go f para cada par de funções de R em R descritas abaixo: 


(a) f(x) = 2a e g(x) = Ta; (c) f(x) = 22 e g(x) = 2-3; 
(b) f(x) =2zx e g(x) = 92" +1; (d) f(x) =x? e g(x) =-7zx. 


. Considere as funções 
n:Z>Z 92:44 >N 


x sex é par -2x se x<0 
T pos Xi 
-x se x é ímpar 27x +1 se 7>0 


(a) Calcule, as funções compostas gı © g2 € 92º g1. 

(b) Determine quais das duas funções do item (a) são bijetivas e calcule suas inversas 
indicando seus domínios e contradomínios. Caso a função não seja bijetiva você 
deve explicar porque. 


. Sejam X, Y e Z três conjuntos e F(Y, Z) o conjunto cujos elementos são as funções 
com domínio em Y e contradomínio em Z. Uma função 

f:XxY — Z 
pode ser interpretada como a função 


F:X — $(Y,Z) 


22; 
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que leva x € X na função 
fez:Y —Z 
definida por f(y) = f(x,y). O processo que converte f em F é chamado de currying, 
em homenagem ao lógico Haskell Curry (1900-1982). Aplique o processo de currying 
a cada uma das funções de Z x Z — Z dadas abaixo: 
(a) f(m,n) = In a ml; 
(b) g(n,m) = 2mn- 1; 
(c) h(n,m) =n? + 2m +7; 
(d) p(n, m) = n? - 3m? - 2nm + 1. 


Sejam X, Y e Z três conjuntos e F(Y, Z) o conjunto cujos elementos são as funções 
com dominio em Y e contradominio em Z. O processo que converte uma função 
G : X — F(Y, Z) em uma função g : X x Y — Z é chamado de uncurrying. 
Defina como g deve ser construída a partir de G de modo que aplicando uncurrying ao 
currying de f : X x Y — Z retorne a função f. 


CAPITULO 3 


Dedução e números reais 


Neste capítulo começamos a aplicar o que aprendemos sobre lógica à demonstração 
de resultados matemáticos. Nas duas primeiras seções trataremos do processo de dedução 
de maneira mais ou menos geral; nas seções seguintes aplicaremos o que aprendemos 
para provar alguns resultados sobre números reais que serão utilizados em nosso estudo de 
geometria e trigonometria nos capítulos [4Je [6| 


1. Silogismos e implicações 


A primeira tentativa de sistematizar as regras do raciocínio humano foi feita por Aristóte- 
les (384-322 a.C.) nos Analíticos anteriores, obra que se inicia com o seguinte parágrafo, 


[cJomeçamos dizendo de que trata nossa investigação, que é sobre a de- 
monstração e o conhecimento demonstrativo. Em seguida, determinare- 
mos o que são uma premissa, um termo e um silogismo. 


Um pouco mais adiante, Aristóteles define a premissa como uma “sentença em que se 
afirma ou nega algo sobre alguma coisa”, o termo como “aquilo em que uma premissa 
pode ser analisada, como sujeito e predicado” e o silogismo como “uma forma de discurso 
em que, algo sendo afirmado, algo diferente do que foi dito segue-se necessariamente da 
afirmação feita anteriormente”. O exemplo de silogismo que se tornou padrão é: 


se todos os homens são mortais; 
e Sócrates é um homem, 


então Sócrates é mortal. 


Denotando por H (x) a proposição x é homem e por M(x) a afirmação x é mortal, pode- 
mos reescrever o silogismo na forma 


se P(x) verdadeiro implica que Q(x) é verdadeiro; 
e P(Sócrates) é verdadeiro; 


podemos deduzir que (Q (Sócrates) é verdadeiro 
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Podemos diagramar isto como 


P(a)=V => Q(r)-V  P(Sócrates) = V 
(Sócrates) = V 


Para Aristóteles, o silogismo é o instrumento por excelência do pensamento dedutivo e 
teremos muitas oportunidades de utilizá-lo ao longo deste livro. 


Um dos métodos de demonstração discutidos por Aristóteles é o que ele chama de 
demonstração indireta, mais conhecido hoje em dia como redução ao absurdo ou demon- 
stração por contradição. De acordo com Aristóteles, || 


todos que fazem uma demonstração por absurdo provam uma conclusão 
falsa usando silogismos, mostrando a afirmação original a partir das 
hipóteses, quando algo impossível resulta da afirmação oposta. 


Para entender o que Aristóteles quis dizer, suponhamos que H,,..., Hp são certas hipóte- 
ses, a partir das quais queremos provar uma proposição P. Em outras palavras, queremos 
mostrar que 
(H nn Hy) => P 

é uma proposição verdadeira. O método de demonstração por contradição consiste em 
provar que 

(Hina Hy AAP) =>; 
isto é, adicionando a negativa ~P da conclusão às hipóteses, obtemos uma contradição. 
Como consequência da tabela verdade da implicação, isto só pode ocorrer quando 


(HncnHenaP)=1. 


Contudo, como estamos supondo que as hipóteses H,..., H, são verdadeiras, a tabela 
verdade do ^, nos permite, então, concluir que =P é falsa. Mas, pelo princípio do meio 
excluído, 

PvaP =T; 


o que significa que P tem que ser verdadeira. 


As demonstrações por contradição são mais naturais do que a análise acima pode lhe 
fazer crer. Imagine, por exemplo, que sua irmã de 10 anos lhe perguntasse porque ex- 
istem infinitos números. Uma resposta possível seria dizer “qual você acha que seria o 
maior número?” Se ela respondesse “um quintilhão”, você poderia responder “um quinti- 
lhão e um também é um número”, que é basicamente uma demonstração por contradição 
da infinidade dos números naturais. Outra demonstração por contradição extremamente 


simples é a de que não existe um menor número racional positivo. Suponhamos que este 
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número existisse e fosse igual a q; como q/2 < q também é um número racional, temos 
uma contradição; provando, assim, que não faz sentido supor que há um menor número 
racional. Ao longo deste livro teremos oportunidades de estudar muitas demonstrações por 
contradição, a começar pela seção 


2. O jogo dedutivo 


Na seção anterior apresentamos a dedução através de silogismos e introduzimos as 
demonstrações por contradição. Nesta seção investigaremos em mais detalhe o método 
dedutivo como é empregado em matemática, em preparação para sua aplicação ao estudo 
dos números reais na próxima seção. 


Nosso ponto de partida serão, mais uma vez, as obras de Aristóteles sobre lógica. 
Nos Posteriores analíticos] Aristóteles define o que poderíamos chamar de conhecimento 
científico da seguinte maneira 


consideramos que conhecemos de maneira absoluta [ou científica], e não 
à maneira acidental dos sofistas, quando consideramos que conhecemos 
a causa do fato, que aquela é de fato sua causa, e que não é possível que 
fosse de outra maneira. 


Os sofistas, mencionados neste texto, eram professores itinerantes que se propunham a 
ensinar um pouco de tudo, preparando os filhos das famílias ricas para a vida pública 
nas cidades gregas. O compromisso de muitos sofistas com o treinamento para o sucesso 
público, em detrimento da verdade, deu à toda a categoria uma fama ruim, refletida em 
português na palavra sofisma, que significa um “argumento concebido a fim de produzir 
uma ilusão de verdade”. 


O ponto central da definição de Aristóteles é que o conhecimento científico de um fato 
requer que conheçamos sua causa. Para os gregos, o exemplo por excelência de conhe- 
cimento científico era a matemática. Não é a toa que a própria palavra matemática seja 
derivada do verbo grego que significa aprender, estudar. A sistematização da geometria, 
que já havia começado no tempo de Aristóteles, transformou-a em uma ciência dedutiva, 
de modo que um resultado matemático só poderia ser aceito quando provado a partir de 
outros, suas premissas, que desempenham, em matemática, o mesmo papel que as causas 
nas ciências físicas. Nos Posteriores analíticos” Aristóteles esclarece que essas premissas 
devem ser verdadeiras, primárias e imediatas, além de melhor conhecidas do que a con- 
clusão à que queremos chegar. Em outras palavras, para que o conhecimento de um fato 
possa ser considerado científico, é necessário que possa ser provado a partir de premissas 
mais bem conhecidas que o fato que queremos afirmar. 
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Não sabemos ao certo o quanto a obra de Aristóteles influenciou no uso sistemático do 
método dedutivo em matemática pois, como observamos acima, este método já vinha sendo 
aplicado antes dele. O fato é que, no século seguinte, Euclides de Alexandria usou este 
método de maneira tão espetacular em seus famosos Elementos, que esta obra permaneceu, 
até o início do século XIX, como o livro por excelência a partir do qual todos aprendiam 
geometria. 


No início dos Elementos, Euclides define os objetos primitivos que vai utilizar, os axi- 
omas que descrevem como estes objetos interagem entre si e o que chama de noções co- 
muns, a maior parte das quais são propriedades da igualdade, como coisas que são iguais a 
uma outra são iguais entre si ou se coisas iguais são somadas a coisas iguais, os resultados 
são iguais. 


Do ponto de vista do enfoque adotado neste livro, as noções comuns de Eculides são 
basicamente propriedades dos números reais. No contexto dos Elementos o papel destas 
noções é complicado pelo fato de que a geometria da Grécia Antiga não lida com os 
tamanho de um segmento ou a área de uma figura, mas sim diretamente com a figura. 
Por exemplo, para provar o teorema de Pitágoras no caso em que o triângulo retângulo é 
isósceles um geômetra grego recortaria cada um dos quadrados sobre os dois catetos e os 
remontaria para formar o quadrados sobre a hipótenusa, como ilustrado na figura [I] 


FIGURA 1. O teorema de Pitágoras para triângulos isósceles. 


Quanto às definições, nos deparamos em geometria com o mesmo problema que encon- 
tramos no início de nosso estudo de conjuntos; isto é, com a constatação que, sob pena de 
gerar uma regressão infinita, nunca é possível definir os objetos primitivos de uma teoria. 
No caso dos Elementos isto é ilustrado pelas definições de ponto e reta. Segundo Euclides 
ponto é aquilo que não tem partes e reta é um comprimento sem largura. O problema é 
que, para que estas definições fizessem sentido, teria sido necessário definir antes o que são 
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as partes e as dimensões (comprimento, largura e altura) de um objeto. Contudo, estas duas 
noções são mais complexas do que as de ponto e reta. Em outras palavras, as definições 
destes objetos nos Elementos apenas sugerem imagens mentais, sem, no entanto, defini-los. 


No que diz respeito aos axiomas (que Euclides chama de postulados), os Elementos 
também deixam bastante a desejar. Como veremos no capítulo |4, Euclides utiliza na 
demonstração de alguns teoremas” propriedades que não estão fundamentadas nos cinco 
axiomas que enuncia de maneira explícita. Apesar de todos estes defeitos, os Elemen- 
tos foram responsáveis pelo renascimento do uso sistemático do método axiomático em 
matemática a partir do início do século XX. Hoje, mais que nunca, este método vem sendo 
empregado, tanto como uma maneira de organizar toda uma área, como, depois da intro- 
dução dos programas conhecidos como assistentes de prova, para ajudar na detecção de 
possíveis erros em demonstrações muito longas e complexas. 


Tomando por base o que aprendemos dos textos de Aristóteles e Euclides, podemos 
formular o método axiomático como um jogo. As regras deste jogo são dadas pelo com- 
portamento dos conectivos lógicos e pelo uso correto dos quantificadores. Quando você 
começa o jogo, os únicos fatos que conhece são os axiomas e tudo o que provar tem que 
tomá-los como ponto de partida. Mas cada novo teorema que prova provê um novo fato, 
a partir do qual pode provar novos resultados. Forma-se, assim, uma rede interligada que, 
partindo dos axiomas, avança cada vez mais longe. 


Quando você lê sobre um resultado, mas não sabe prová-lo a partir dos axiomas, está 
na mesma situação de uma pessoa que foi levada, de olhos vendados, de um ponto co- 
nhecido da cidade, a outro onde nunca esteve. Se for abandonado lá, estará perdido, sem 
saber o caminho de volta. Já alguém que lê a demonstração de um dado resultado, e sabe 
como relacioná-lo a outros, que já lhe eram conhecidos (e, portanto, em última análise, aos 
axiomas) é como alguém que chega, de olhos abertos, a um determinado local da cidade 
que ainda não conhecia, de modo que sabe retornar com segurança ao ponto de partida. 


Resumindo, as regras do jogo dedutivo são as seguintes: 


1. o ponto de partida são os axiomas, ou outras propriedades tomadas como funda- 
mentais; 


2. as deduções devem utilizar os conectivos lógicos e os quantificadores, e respeitar 
suas propriedades; 


3. os únicos fatos admissíveis em um argumento são os axiomas (ou outras pro- 
priedades fundamentais) mencionados acima, ou fatos que já foram corretamente 
provados a partir deles. 


“Livro I, Proposições I e IV, por exemplo 


54 3. DEDUÇÃO E NÚMEROS REAIS 


Nas próximas seções utilizaremos o jogo dedutivo para analisar as propriedades dos números 
reais. Você verá, então, que muitas das propriedades que aprendeu sobre estes números, 
introduzidas como fatos isolados, são, na verdade, parte de uma densa rede de fatos interli- 
gados que têm sua origem em algumas poucas propriedades fundamentais. 


3. Os números reais: álgebra 


Nas seções anteriores apresentamos, sucintamente, o jogo dedutivo, que é, por ex- 
celência, o método de exposição empregado na matemática desde o início do século XX. 
Nesta seção começaremos a usá-lo para investigar os números reais de maneira mais ou 
menos sistemática. Tomaremos como ponto de partida algumas das propriedades funda- 
mentais destes números. Infelizmente nossa apresentação deixa bastante a desejar no que 
diz respeito aos critérios estabelecidos por Aristóteles para identificar bons axiomas. Dis- 
cutiremos esta questão em mais detalhe na seção [5] 


Se a, b e c são elementos do conjunto R, dos números reais, então: 


Propriedade Adição Multiplicação 
Associativa a+(b+c)=(a+b)+c a-(b-c)=(a-b)-c 
Comutativa ar+b=b+a ab=b-a 
Elemento neutro a+0=a al=a 
Distributiva a-(b+c)=ab+ac 


Ficaram de fora da lista acima duas propriedades, porque têm nomes diferentes, depen- 
dendo se a operação é a adição ou a multiplicação. Todo número real a tem um simétrico, 
denotado por —a, que satisfaz a + (-a) = 0. As propriedades acima são suficientes para 
garantir que cada número real tem um único simétrico. Para provar isto, digamos que en- 
contrei um simétrico a; para a e você encontrou um outro, que chamaremos de az. Pela 
definição de simétrico, 
a+a,=0 e a+a=0. 
Assim, 
a =m+0=a+(a+as). 
Logo, pela comutatividade e associatividade da adição, 
a, = (a, +a) + a2 =0+ a2 = a2 


o que mostra que ambos encontramos os mesmos simétricos. Em particular, como a e 
—(-a) são ambos simétricos de —a, podemos afirmar que se a € R, então 


(28) -(-a) =a 
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A propriedade análoga para a multiplicação afirma que todo número real não nulo a admite 
um inverso, que é um número real a! tal que a - a! = 1. Assim como o simétrico, o 
inverso de cada número real não nulo também é único. Estas duas propriedades tornam 
desnecessário definir separadamente a subtração e a divisão, já que a -b = a+(-b) e, 
quando b + 0, a/b = ab. 


Vejamos, para começar, o que acontece quando multiplicamos um número real por 
zero, porque esta é uma das propriedades mais simples que não foi listada acima. Seja 
a € R. Como as propriedades fundamentais não nos dizem qual deveria ser o valor de a - 0, 
vamos denotá-lo por z. Por outro lado, como 0 é o elemento neutro da soma, temos que 


0+0=0. 
Multiplicando os dois lados da igualdade por a, obtemos 
a-(0+0)=a-0=z. 


Contudo, pela propriedade distributiva, 


a-(0+0)=a-0+a-0=2+2. 
Combinando estas duas últimas equações, encontramos 
Z+Z=2. 


Como z é um número real, ele tem um simétrico —z. Somando -z aos dois lados desta 
equação, obtemos 
-z+(2z+2)=-2+2; 
donde, pela associatividade da adição, 
(-z+2)+2z=-2+2; 
Mas, pela comutatividade e definição de —z, sabemos que —z + z = 0, donde 
0+2=0. 


Finalmente, a comutatividade e o fato de 0 ser o elemento neutro da adição nos dão z = 0. 
Como z = a - 0, mostramos que 


(29) a: 0 = 0. 


Agora que temos esta propriedade, podemos usá-la para provar outras. Por exemplo, como 
1+(-1) = 0, a equação nos dá 


0=a-(1+(-1)) =a-1+a-(-1) =a+a-(-1). 
Porém, somando —a aos dois lados desta equação, encontramos 
(30) -a=a-(-1). 


Mostramos, com isso, que multiplicar um número real qualquer pelo simétrico de 1 produz 
o simétrico deste número. Em particular, quando a = —1, obtemos 


(-1) = (1) (1). 
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Logo, pela equação (28), 

(31) e 

explicando, assim, o porquê da regra de sinais usual. Outra consequência de (30), que 
precisamos mencionar, é que 


(32) a +0 => -a + 0. 

Provaremos isto apelando para a contrapositiva da afirmação acima, segundo a qual 
(-a=0) => (a =0). 

Por e (28), 


de modo que, por (29), 


a=(-1)-(-a), 


a=(-1)-(-a)=(-1)-0=0, 
provando, assim, (32) através de sua contrapositiva. 


Passando, agora, aos produtos notáveis, vejamos como obtê-los a partir das onze pro- 
priedades fundamentais. Distribuindo o número real a + b sobre a soma de a e b, obtemos 
(a+b)2=(a+b)-(a+b)=(a+b)a+(a+b)b. 


Usando, então, a comutatividade da multiplicação e distribuindo, em seguida, a e b em 
cada parcela sobre a soma a + b, 


(a+b)? =a? + ba + ab +b’. 


A comutatividade multiplicação nos dá, então, 


(33) (a+b)? =a? +2ab+b?, 
que é a fórmula usual. Para obter 
(34) (a-b)? = a? -2ab+ b?, 


basta substituir b por —b na fórmula anterior. Outra fórmula muito útil é obtida quando 
subtraímos (34) de (33), obtendo 


(a+b)? - (a-b)? (a+b\* (a-by? 

(35) ab = 3 (>) (F) 
que nos permite calcular o produto de dois números utilizando apenas sua soma, a divisão 
por dois e o cálculo de quadrados. Do ponto de vista geométrico, a equação pode ser 
interpretada como expressando a área de um retângulo de lados a e b como a diferença de 
dois quadrados, de lados 

a+b a-b 

E e , 

2 2 

respectivamente. Ilustramos isto na figura P} na qual ABCD é um retângulo cujo lado 
maior AB tem comprimento a e cujo lado menor AD tem comprimento b. O ponto M 
está na metade do lado DC” do retângulo obtido colando o quadrado BB'C'C, de lado 
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BC = b, na extremidade direita do retângulo ABCD. Portanto, o quadrado A’M'M D 
tem área igual a ((a + b)/2)2. Já DP tem comprimento igual à diferença entre os lados do 
retângulo ABCD, de modo que sua área é ((a — b)/2)2. Logo a diferença 


at+b\? (a-by 
GS) AS) 
é igual à área da figura A'M'M P P'D', em forma que L invertido que os matemáticos da 
Grécia Antiga chamavam de gnomon (não confundir com gnômo!). Como os retângulos 
A'M'M"D' e AM" MD têm a mesma área, basta nos convencermos de que P'M"MP 
e M' BC'M têm áreas iguais para obtermos uma demonstração geométrica da igualdade 
(35). Contudo, como M é o ponto médio de AB’ e A'M'M D é um quadrado, segue-se 
que M'M e MC’ são iguais. Por outro lado, 


2 2 


o que nos permite concluir que P'M"MP tem área igual à diferença entre as áreas do 
retângulo M”BCM e do quadrado BB'C'C, que é o que faltava à área de AM” MD 
para chegar à área de ABC D. 


7) 
A’, zs M' 
p; P { tM" 
M" B B! 
A $ | 
a P M C C 


FIGURA 2. Um retângulo como diferença de quadrados 


4. Os números reais: ordem 


As duas últimas propriedades dos números reais de que precisamos dizem respeito à 
existência de um subconjunto P de R, que não contém o 0 e cujos elementos satisfazem as 
propriedades listadas na tabela[I] 


Outra propriedade relevante, mas que podemos deduzir destas duas, nos diz que um 
número e seu simétrico não podem, ambos, pertencer a P. Provaremos isto usando o 
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Propriedade 


tricotomia (aeP)v(a=0)v(-aeP); 


fechamento (aceP)n(beP) = (a+b eP) (abe P). 
TABELA 1. Propriedades da ordenação dos números reais 


método de redução ao absurdo, introduzido na secao|I] Suponhamos, por contradição, que 
a e —a pertençam a P. Pela positividade da adição, teríamos que 


a+(-a) e P. 


Contudo, a + (—a) = 0, que não é um elemento de P. A contradição a que chegamos mostra 
que a suposição de que a e —a são ambos elementos de P não é viável, como havíamos 
afirmado. Como, por hipótese, a e P, podemos concluir que —a é P e vice-versa. 


O que fizemos já basta para que sejamos capazes de mostrar que o quadrado de qual- 
quer número real não nulo pertence a P. Se a e IP, isto é consequência do fechamento. Por 
outro lado, se a ¢ P não for igual a zero, então —a e P pela tricotomia; donde 


(36) (-a)? €P. 
Contudo, por (30), 
(-a)? = (-a) -(-a) = ((-1) -a) -((-1) -a). 


Mas, utilizando a comutatividade e a associatividade da multiplicação, podemos reescrever 
isto na forma 
((-1)-a)-((-1)-a) = ((-1)-(-1))-(a-a); 
(-a)? = (-a) -(-a) =1-(a-a) =a’. 


que, por (31), nos da 


Portanto, por (36), 


a? = (-a)* € P, 
como queríamos mostrar. Em particular, isto garante que 
1=1?° eP, 


o que nos permite, finalmente, garantir que P não pode ser vazio. 


Naturalmente você já se deu conta de que P corresponde ao conjunto dos números 
reais positivos e, provavelmente, está se perguntando o porquê de considerar o conjunto 
P, em vez da relação >, com a qual já está habituado. A resposta é que, como nossa meta 
consiste em provar as propriedades da desigualdade a partir da tricotomia e do fechamento, 
é preferível usar uma notação diferente da usual para evitarmos de introduzir, sem nos 
darmos conta, propriedades das desigualdades que conhecemos, mas ainda não provamos, 
violando assim as regras do jogo dedutivo. Porém, como as próximas propriedades são 
mais fáceis de enunciar usando a relação >, passaremos a utilizá-la a partir deste ponto. 
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Assim, de agora em diante, se a,b € IR, escreveremos a > b para indicar que a — b € P. Em 
particular, como 0 é o elemento neutro da soma, 


a>O0—aeP. 


Suponhamos que a,b,c € R. Se b > a e c > b, temos, por definição, que 
b-aeP ec-beP; 


donde, por fechamento, 


(b-a)+(c-b)eP. 
Como 
(b-a)+(c-b)=c-a, 
podemos concluir que c — a e P; isto é, que c > a. Provamos, assim, a transitividade da 
relação >, segundo a qual 


(b >a)a (c> b) = (c> a). 


Em particular, se b > 0 e a < 0, isto nos dá a < b, mostrando que todo número negativo é 
menor que qualquer número positivo. Por outro lado, da equação (30), obtemos 


(a+c)-(b+c)=(a+c)+(-b-c)=(a-b), 
o que nos permite concluir que 
a> b= (a+c)> (b+c). 


Para deduzir a afirmação análoga relativa à multiplicação, suponhamos que a > b e que 
c > 0. Neste caso, o fechamento nos dá 


(a -b)c> 0; 
donde, por e pela distributiva, 
ac- be > 0, 
que equivale a dizer que 
ac > be. 


Em particular, quando —c > 0, esta desigualdade nos da, 
a(—c) > b(-c). 
Logo, por (30), 
—ac > —bc; 
de modo que 
be — ac > 0. 
Denotando —a > 0 por a < 0, como usual, podemos resumir o que acabamos de fazer como 


ac>bc quando c>0 
a > b = 
ac<bc quando c< 0. 
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Em particular, 

(a<0)A(b<0) = ab>0 e (a>0)A(b< 0) => ab<0, 
donde podemos deduzir que 
(37) ab > 0 = > (a>0nb>0)v(a<0nb<0). 


Antes que possamos enunciar nosso último resultado precisamos de duas definições. 
A primeira é que o valor absoluto, também chamado de módulo, de um número real a é o 
número real 
re +a se ar0 
‘ -a sea<0; 


a segunda é que se a,b € R, então 


a>b< > (a=b)v(a>b) 


e uma definição análoga se aplica a a < b. Com isso podemos enunciar a desigualdade 
triangular, segundo a qual, se a e b são números reais, então 


(38) la + b| < Jal + |]. 
Para prová-la, basta lembrar que 
(a+b)2=a2+b2+2ab e que ab< lal- |b] 
nos permite afirmar que 
(a +b)? < a? +b? + 2lal - |b]. 
Como 
a? + b? + 2a] - |b] = (lal + |b)’, 
a desigualdade anterior pode ser escrita na forma 
la + b|? < (Jal + |bl)2. 
Logo, 
0 < (la| + |b|)? = Ja + b|? = (Jal + [b] = Ja + bl) (Jal + [b] + la + b1). 
Mas, por (37), isto só pode ocorrer quando 
la| + |b] - |a +b] e Jal + |b] +|a +d] 

sao ambos menores ou iguais a zero, ou ambos maiores ou iguais a zero. No primeiro caso, 

la| + |b] < |a+b| e |aļ + |b| < -la + bl 
que só pode ocorrer quando a = b = 0, porque, caso contrário, teríamos que —|a + b| > 0, 
que é obviamente falso. Portanto, caso a ou b não seja nulo, teremos necessariamente que 

la| + |b] > |a +d] e |a| + |b] > -la +b. 
A primeira desigualdade é a desigualdade triangular, que queríamos provar, ao passo que 


a segunda é inteiramente óbvia, já que todo número positivo é maior que qualquer número 
negativo. 
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Podemos usar desigualdades para construir os subconjuntos de R que mais aparecem 
em aplicações, os intervalos. Se a < b são números reais, escrevemos 


[a,b] = {we 


R|a<a2<b} e (a,b) ={xe 


Rla<a<b}; 


note que são usados parênteses quando a desigualdade é estrita (<); caso contrário usamos 
colchetes. Colchetes e parênteses podem ser combinados em um mesmo intervalo; assim, 


[a,b) = (a e 


R|a<a<b} e (a,b]= (xe 


Rla<a<b}. 


Quando uma das extremidades que delimitam o intervalo esta contida no intervalo, dize- 
mos que ele é fechado nesta extremidade, caso contrário dizemos que é aberto naquela 
extremidade. Por exemploo, (1,2] é aberto em 1 e fechado em 2, ao passo que [2,3] é 
fechado em 2 e fechado em 3. O intervalo é aberto quando suas duas extremidades são 
abertas e fechado se ambas são fechadas; assim (1,2) é aberto e [2,3] é fechado. Quando 
ilustramos um intervalo, a extremidade aberta é identificada por um ponto vazado e a ex- 
tremidade fechada por um ponto cheio, como exemplificado na figura B} 


FIGURA 3. O intervalo (-1, 2]. 


A tabela [2]Jresume as principais propriedades que provamos nesta seção e na anterior. 


Propriedade 


Multiplicação por zero 
Multiplicação por —1 


Quadrado de números reais não nulos 


0-a=0 
(-1)-a=-a 
a2>0 


Transitividade 

Produto por número positivo 
Produto por número negativo 
Produto notável 


Desigualdade triangular 


(b>a)n(c>b) => (c>a) 
(a>b)n(c>0) => ac > be 
(a>b)n(c<0) => ac < be 
(a+b)? = a? + 2ab + b? 


ja + b| < |a] + |b] 


TABELA 2. Propriedades dos números reais 
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5. Construção dos números reais 


É chegada a hora de confrontar os fatos como realmente são. A verdade é que nossa 
investigação dos números reais nas seções anteriores foi extremamente incompleta, porque 
quase todas as propriedades de R que provamos são igualmente válidas para os números 
racionais. O que, então, faz com que R seja diferente de Q? Uma diferença óbvia, é que 
muito poucas frações positivas têm uma fração como raiz quadrada, ao passo que todos os 
números reais positivos têm como raiz quadrada um número real. Mas as diferenças entre 
os dois conjuntos vão muito além disso. 
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Sdhbpfung ber irrationalen Zablen. 


Durd die legten Worte it fon Hinreiğend angedeutet, auf 
melde Art dag unftetige Gebiet R der rationalen Zahlen zu einem 
ftetigen veroollftärbigt werden mug. Jn § 1 ift hervorgehoben 
(IID), dag jede rationale Bahl a eine Zerlegung des Syftems R 
in gwei Clafjen A, Az von der Art hervorbringt, dag jede Zabl 
a, der erften Glofje A, Heiner ift, als jede Bahl as der zweiten 
Claffe Az; die Bahl a ift entweder die grópte Bahl der Claffe A, 
oder die Heinfte Bahl der Cloe As. Ift mun irgend eine Cin- 
theilung des Syftems R in pwei Claffen A, Ay gegeben, wele 
nur die charatteriftifde Cigen{daft befişt, dağ jede Bahl a, in A, 
teiner ift, als jede Bahl a, in As, fo wollen mir der Stitrge halber 
eine folde Gintheilung einen Sadnitt nemen und mit (A, A) 
begeichnen. Wir fren dann fagen, dağ jede rationale Bahl a 
einen Sdpnitt oder eigentlich zwei Smitte hervorbringt, welde wir 
aber niht al8 wejentlidy verjdieden anjehen wollen; diejer Scnitt 
bat augerdem die Gigenfdaft, dağ entweder unter den Zahlen der 
erften Claffe eine grófte, oder unter den Zablen der zweiten Glafje 
eine Heinfte eriftirt. Und umgetehrt, befigt ein Schnitt aud) diefe 
Gigenfdjaft, fo wird er dură diefe grôfte oder Heinfte rationale Zahi 
Hervorgebradt. 


FIGURA 4. R. Dedeking e a página onde os cortes (schnitte) são definidos 


A maneira mais simples de apontar a diferença com alguma precisão é recorrer aos 
chamados cortes introduzidos por R. Dedekind (1831-1916) no ensaio Continuidade e os 
números irracionais publicado em 1872. Um corte de Dedekind (E, D) é uma subdivisão 
de Q em dois conjuntos não vazios E e D, com as seguintes propriedades 


1. se x < y são números racionais e y e E, então x e E; 


2. sex € E, então existe y € E, tal que x < y. 


Se q é um número racional, então 


FE, ={reQ|x<q} e Di=fxeQl|r>a) 


constituem um corte de Dedekind de Q. Outro corte mais interessante é definido pelos 
subconjuntos 


Ey = {x €Q| (a? <2)v(x<0)} e Do= {re Q| (x? >2) a(x >0)}. 
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Note que D; tem 2 como menor elemento, ao passo que Də não tenho nenhum elemento 
mínimo, porque este elemento seria \/2, que não é um número racional. A propriedade 
dos números reais que nos falta é a seguinte. 


AXIOMA DE DEDEKIND. Dado um corte de Dedekind (E, D) de Q existe um único 
número real r tal que D = (xe Q|x >r). 


Em outras palavras, cada corte de Dedekind define um único número real; no caso do 
corte (E1, D1) o número é 2, já no caso do corte (E>, D2) o número é V2. A recíproca do 
axioma de Dedekind é claramente verdadeira porque, qualquer que seja r € R, podemos 
definir um corte pelos conjuntos 


E=(reQ|r<r) e D=(xeQ|r>r)>. 
Este axioma está na raiz da demonstração da existência de zeros de funções reais. Em 
particular, se r > 0 é um número real e n > 1 é um inteiro, então o corte 
EsstreoO (2° <r)jvio<0) e Ds={eeO| (a 2r)a(e>0)! 


pode ser usado para provar que todo número real tem uma raiz n-ésima. Ainda que o 
axioma de Dedekind complete nossa descrição dos números reais, não vamos usá-lo no 
resto do livro porque isto exigiria argumentos bastante delicados, que estão além de um 
livro elementar como este. 


Para encerrar, vejamos até que ponto nossa análise dos números reais se conforma 
aos critérios de pensamento científico estabelecidos por Aristóteles, que mencionamos na 
seção |2| A primeira coisa a notar é que, sem dúvida alguma, mostramos que as onze pro- 
priedades fundamentais enunciadas no início da seção são as “causas” das propriedades 
enunciadas na tabela [2]“e que não é possível que fosse de outra maneira”. Contudo, nosso 
enfoque não se sai tão bem, quando consideramos as propriedades que tomamos como 
ponto de partida. O problema é que a análise de Aristóteles requer que as premissas das 
quais parte uma demonstração devam ser, em última análise, mais simples do que o resul- 
tado que estamos provando. Entretanto, ainda que a afirmação de que o zero é o elemento 
neutro da adição seja bastante elementar, é discutível se, por exemplo, a propriedade dis- 
tributiva e a existência do simétrico são mais conformes à nossa intuição do que o fato da 
multiplicação por zero dar sempre zero. 


Em defesa do que fizemos, estas propriedades foram escolhidas porque são comuns a 
uma grande quantidade de sistemas matemáticos, que vão dos números naturais às matrizes 
e dos inteiros modulares às funções reais. Portanto, ainda que não sejam, todas elas, facil- 
mente acessíveis à intuição, estas propriedades são fundamentais no sentido de estarem 
presentes em inúmeros sistemas extremamente diversos. 


Finalmente, é importante frisar que o tratamento matemático rigoroso dos números 
reais nada deixa a desejar aos critérios estabelecidos nos Posteriores analíticos. Os proble- 
mas com que nos deparamos têm sua origem no fato dos números reais não serem objetos 
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simples, mas sim construídos a partir dos números naturais. Assim, um tratamento mais 
sofisticado dos reais partiria dos cinco axiomas de Peano, que estabelecem as propriedades 
fundamentais dos números naturais. Os quatro primeiros axiomas são 


Axioma 1: 1 é um número natural; 

Axioma 2: todo número natural n tem um sucessor S(n); 
Axioma 3: S(x) + x; 

Axioma 4: se S(x) = S(x"), então x = 2’; 


ao passo que o quinto é o princípio de indução finita. Tomando estes cinco axiomas como 
ponto de partida construímos primeiramente os inteiros; de posse destes, podemos con- 
struir os números racionais como pares de inteiros sujeitos a uma certa relação. Os de- 
talhes deste último passo podem ser encontrados nos exercícios [15] e [16] Finalmente, 
os número reais são construídos como cortes de Dedekind. Infelizmente esta maneira de 
proceder é longa e envolve a demonstração de uma grande quantidade de resultados in- 
termediários, o que a torna inviável em um livro elementar. Uma versão extremamente 
detalhada desta construção pode ser encontrada no Grundlagen der Analysis de Edmund 
Landau que tem uma tradução para o inglês [5]. Landau (1877-1938) foi um mestre no uso 
do método dedutivo, que aplica sistematicamente ao longo do Grundlagen. Em vista do 
que fizemos, vale à pena reproduzir o segundo e terceiro itens no prefácio para o estudante 
deste livro: 


2. peço apenas que tenha a habilidade de ler alemão e pensar logicamente—nada da 
matemática do ensino médio e, certamente, nenhuma matemática avançada; 


3. por favor esqueça tudo o que aprendeu na escola; você não aprendeu. 


Caso esteja curioso, o primeiro item é: por favor não leia o prefácio para o professor. 


Exercícios 


1. Nas sentenças abaixo, identifique as proposições atômicas, numere-as na forma P,, P2,... 
e escrever a sentença dada como combinação de suas proposições atômicas com conec- 
tivos: 

(a) Quando duas retas se cortam, os ângulos opostos pelo vértice são iguais. 


(b) Um triângulo tem seus três lados iguais se, e somente se, tem seus três ângulos 
internos iguais. 


(c) Dois triângulos de mesma base e altura, têm as mesmas áreas. 


2. Use o método de tabela verdade para provar as seguintes identidades: 


(a) ((P = P:)^ P.) = Beat (b)(Pi ^ Poa) => P; = P => (P, => P3). 
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3. Use as propriedades dos conectivos para provar as identidades abaixo. Vocé deve in- 
dicar qual a propriedade utilizada em cada etapa de sua demonstração. 
(a) P= Q= (PAQ) v (P ^g); 
(b) (PAAR) v ((PvQ)a (Qv P))=P. 


4. Considere a proposição P => (Q => R). 
(a) Reescreva esta proposição usando apenas os conectivos +, A e v. 
(b) Determine a negativa da proposição dada em função de P, Q, R e ~P, ~Q e aR. 
(c) Determine a contrapositiva da proposição dada em função de P, Q, Re-P,-Qe 
aR. 


5. Prove que, se a, b e c são números reais, então as seguintes afirmações são verdadeiras: 
(a) ((a<b)n(c<d)) =>a+c<b+a; 
(b) (a < b) => (-b<-a); 
(c) ((a <b) A (c> d)) = a -c< b- d; 
(d) (a< 0^ b> 0) = ab < 0; 
(e) (a > 1) = (02 >a); 
®© (0<a<1) = (@ <a); 
(g) ((O<a<b)n(O<c<d)) = ac < bd; 
(h) (0 <a <b) = a? < b?; 
(i) ab > 0 = > ((a>0Ab20)V(as0ab<0)); 
(j) 0< a< b = a? < b?; 
Ao provar (c) use a contrapositiva e as propriedades dos conectivos v e ^, inclusive 
meio excluído, para reduzir a demonstração ao resultado do item (b). Já a demon- 
stração ao resultado do item (d) pode ser reduzida ao item (c). 


6. Considere a seguinte proposição 
((a>0)a(b>0)a (a< b)) = b < a. 
(a) Determine a contrapositiva desta proposição. 


(b) Prove a proposição por contradição, justificando cada um dos passos do argumento 
a partir das propriedades fundamentais dos números reais. 


7. Mostre que se 0 < a < b, então 


a< a< t co, 


Dica: use a equação (35). 


8. Prove que se a e b são números reais, então 
(a) |ab| = lal - |bl; 
(b) |a -b| < |al + |b]; 
(c) |a] - |b] < ja — bl; 
(d) Ilal = [b| < la — b];. 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 
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. Ache todos os números reais x para os quais: 
(a) |x -3| = 8; 
(b) |x - 3] < 8; 
(c) |x -3| > 8; 


(d) |x-1| +|x+1|<1. 


Sejam a e b números reais. Ache todos os números reais x para os quais 
(a) (x -a)(x- b) > 0; 
(b) (x-a)(x-b) <0. 


Ache todos os valores de x para os quais as seguintes desigualdades são verdadeiras, 
justificando cada passo de seus cálculos usando os resultados da apostila e do exer- 
cicio anterior. A resposta deve ser explicitada na forma de um intervalo ou união de 
intervalos. 

(a) 7- 3x < 5- 22; 

(b) x? +35 > 127; 

(c) 12 -2< T; 

(d) (x -2)/(x-3)>0. 


Encontre os erros na seguinte “demonstração” de que 2 = 1: 
Se a = b, então a? = ab; donde 
a-b? = ab- b. 
Logo, 
(a-b)(a+b)=(a-b)b. 
Assim, 


a+b=b; 
mas, lembrando que a = b, isto equivale a 
2a =a, 


o que nos permite concluir que 2 = 1. 


Sejam r > 0 um número real e n > 1 um número inteiro e considere os subconjuntos 
Es=jxeQ|(a”<r)v(a<0) e D={xeQ|(z”>r)a(z>0)}. 


Use as propriedades da ordenação de números reais para mostrar que as propriedades 
dos cortes de Dedekind na página[62]são satisfeitas por E e D. 


No conjunto 


P=Rx (Rv {0}) 


defina a relação ~ pela regra 
(a,c) ~ (0,0) ad = d'c. 


Mostre que ~ é uma relação de equivalência no conjunto P. 


15. 


16. 
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Seja P como no exercício[14] Mostre que se 
(a,c), (a',c'), (be), (De) €P 
satisfazem 
(a,c) ~ (a’,c’) e (be) ~ (b',e), 
entao 
(ae + bc, ce) ~ (a'e' + b'c', ce’) e (ab,ce) ~ (a'b',c'e”). 


Seja P como no exercício [14] Dado (a,c) e P, denotaremos por a/c a classe de equiv- 
aléncia de (a,c) por ~. Mostre que as operações de adição e multiplicação de classes 
definidas por 


alc+b/e=(ae+bc)/ce e (a/c) - (b/e) = abfce 


estão bem definidas. O conjunto dos números racionais é o conjunto das classes de 
equivalência de P por ~, com as operações definidas neste exercício. 


CAPITULO 4 


Geometria 


Neste capitulo introduzimos uma apresentação axiomática, um tanto simplificada, da 
geometria, inspirada naquela publicada por George Birkhoff em 1932. Nosso principal 
propósito é lhe dar uma oportunidade de jogar o jogo dedutivo em um ambiente bastante 
familiar, a tradicional geometria dos triângulos que aparece, em sua maior parte, no Livro 
I dos Elementos de Euclides. Lembre-se que a principal característica deste jogo é que 


todas as afirmações que você fizer em uma demonstração precisam ser 
explicitamente justificadas a partir de um axioma, ou de um algum resul- 
tado previamente demonstrado. 


Em outras palavras, trata-se de um jogo em que, a cada jogada, é necessário indicar clara- 
mente a regra que permite que a jogada seja executada. Como tudo na vida, a escolha 
da geometria de triângulos como ambiente para o jogo tem vantagens e desvantagens. A 
principal vantagem é que o assunto é familiar, de modo que, tanto os axiomas, quanto os 
resultados que formos provando, serão fáceis de lembrar. A principal desvantagem é que o 
assunto é tão familiar que você corre o risco de, sem querer, executar um passo da demons- 
tração sem se dar conta de que está usando algo que não foi justificado anteriormente. 


1. Introdução 


Nos Elementos, escrito por Euclides de Alexandria por volta de 300 a. C. a geometria é 
apresentada de maneira extremamente sistemática. Assim, no inicio do Livro I, Euclides: 


e define noções fundamentais como ponto, reta, plano e circunferência; 

e introduz os postulados que determinam como as noções fundamentais estão rela- 
cionadas; 

e enumera o que chama de noções comuns, como “duas coisas iguais a uma terceira 
são iguais entre si”. 


Em princípio, todas as proposições do Livro I dos Elementos deveriam ser provadas usan- 
do, como ponto de partida, apenas os cinco postulados e as oito noções comuns. Mas, já 
na antiguidade, vários matemáticos chamaram a atenção de que isto não ocorre. No caso 
da Proposição 4, por exemplo, Euclides move um triângulo sobre o outro, para provar que 
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FIGURA 1. David Hilbert e George D. Birkhoff.. 


são iguais ou, na terminologia usual, congruentes. Contudo, além de nenhum postulado 
tratar de como estes movimentos podem ser feitos, nenhuma das definições explicita o 
que significa dizer que dois triângulos são congruentes. É possível que o próprio Euclides 
tivesse noção do problema, porque argumentos de sobreposição são usados raramente nos 
Elementos. 


Há duas maneiras de contornar este problema. A primeira, consiste em definir exata- 
mente o que deve ser entendido pelo movimento de uma figura e pelo que significa que 
duas figuras sobrepostas são iguais. A segunda, sobre a qual recaiu nossa escolha, foi ado- 
tada por David Hilbert em um livro, publicado em 1899, no qual dá uma sistematização 
moderna da geometria euclidiana. A ideia é introduzir, como axioma, um dos casos de 
congruência de triângulos. 


Outra coisa que a sistematização da geometria euclidiana por Hilbert deixa clara é que 
precisamos de muito mais axiomas do que os postulados e noções comuns enumerados 
nos Elementos. Por exemplo, seriam necessários oito axiomas diferentes para lidar com a 
congruência (igualdade) de segmentos, ângulos e triângulos. Além de determinar quando 
estes objetos são congruentes, estes axiomas estabelecem quais são as propriedades que a 
congruência satisfaz. Outra categoria de axiomas ausente dos Elementos é a daqueles que 
determinam a ordem em que pontos aparecem sobre uma reta. 


Uma característica importante do enfoque de Hilbert é a completa ausência das definições 
das noções mais básicas, como ponto, reta e plano. Nos Elementos as supostas definições 
destes objetos não passam de apelos à intuição, sem nenhum valor formal. O ponto de vista 
de Hilbert é que não importa o que estes objetos são, mas sim como se relacionam entre 
si. Otto Blumenthal, que foi aluno de Hilbert, conta, a este respeito, a seguinte história: 


2. INCIDENCIA E MEDIDAS EM RETAS 71 


numa sala de espera de Berlim, [Hilbert] discutiu com dois geômetras 
(se não me engano, A. Schoenflies e E. Kötter) sobre os axiomas da 
geometria e deu sua visão peculiar dizendo: “É preciso sempre que se 
possa substituir “pontos, retas e planos” por “mesas, cadeiras e latas de 
cerveja”. Já então sua atitude era de que o substrato intuitivo dos con- 
ceitos geométricos era matematicamente irrelevante e de que apenas sua 
conexão através dos axiomas devia ser considerada. 


A axiomatização da geometria euclidiana devida a Hilbert não é a única. Por exemplo, 
em 1926-27, Alfred Tarski (1901-1983) propôs um sistema de axiomas diferente para 
a geometria elementar em aulas na Univerdade de Varsóvia. O sistema de Tarski tem 
certas vantagens, de natureza lógica e um tanto técnicas, sobre a sistematização de Hilbert. 
Entretanto, nenhum dos dois sistemas de axiomas é adequado para um tratamento inicial, 
porque ambos são bastante abstratos. Por isso apresentaremos neste curso um terceiro 
sistema, introduzido por George Birkhoff em 1932, com o objetivo explícito de simplificar 
o tratamento axiomático da geometria elementar, para adequá-lo às necessidades de um 
curso introdutório. 


A principal diferença entre o sistema de Birkhoff, e aqueles propostos por Hilbert 
e Tarski, está na introdução, entre os axiomas, das medidas de comprimento e ângulo. 
Hilbert e Tarski introduzem congruências de segmentos e de ângulos sem mencionar me- 
dições; em outras palavras, seus axiomas permitem comparar dois segmentos ou ângulos 
entre si, mas não associar a eles valores numéricos. Além da escolha feita por Birkhoff 
nos permitir tratar os problemas de geometria de maneira mais natural, ela também per- 
mite que trabalhemos com um número bem menor de axiomas. A grande desvantagem 
deste enfoque é a necessidade de usar números reais para efetuar estas medidas porque, 
como vimos no capítulo anterior, descrever os números reais de maneira rigorosa é bas- 
tante difícil. Portanto, nosso tratamento da geometria será rigoroso, a menos do fato de 
que usaremos as propriedades dos números reais enunciadas nas seções Ble[ájdo capítulo 


2. Incidência e medidas em retas 


Como já dissemos anteriormente, não definiremos pontos, nem retas, nem planos. 
Seguindo Hilbert, vamos nos contentar em estabelecer os axiomas que regulam como estes 
objetos se relacionam entre si. Tendo isto em mente, consideraremos o plano P como sendo 
apenas um conjunto, cujos elementos chamaremos de pontos. Estudaremos vários subcon- 
juntos do plano, a começar pelas retas, definindo-os a partir de axiomas que enumeram 
suas propriedades. O primeiro axioma trata da relação entre retas e pontos. 


AXIOMA 1 (Incidência). Dois pontos distintos definem uma e somente uma reta e, 
dada uma reta qualquer, existe um ponto do plano fora desta reta. 


72 4. GEOMETRIA 


Quando três pontos pertencem a uma mesma reta, dizemos que são colineares; já 
duas retas que não têm ponto em comum são chamadas de paralelas. Nosso primeiro 
teorema diz respeito a retas que não são paralelas e será provado usando a estratégia de 
demonstração favorita dos geômetras da Grécia Antiga, a demonstração por contradição. 
Lembre-se que este tipo de demonstração se baseia no princípio do meio excluído, segundo 
o qual, qualquer que seja a proposição P, teremos sempre que P v ~P = T. Desse modo, 
se formos capazes de mostrar que ~P é falsa, então P tem que ser verdadeira. 


TEOREMA 2.1. Se duas retas distintas não são paralelas, então têm exatamente um 
ponto comum. 


DEMONSTRAÇÃO. Sejam 4; e lz duas retas distintas que não são paralelas. Queremos 
provar que £1 N /, consiste de apenas um ponto. Como, por hipótese, as retas não são par- 
alelas então, por definição, têm que ter pelo menos um ponto P em comum. Suponhamos, 
por contradição, que Q + P seja um segundo ponto de interseção das mesmas retas. Neste 
caso, pelo axioma [I] as retas têm que coincidir, contradizendo a hipótese de que são dis- 
tintas. Logo, nenhum ponto de 44, diferente de P, pode pertencer a (5, o que prova o 
teorema. 


Note que o axioma |1| não elimina a possibilidade de que uma reta do plano tenha 
apenas um ponto. Isto será consequência do próximo axioma, segundo o qual uma reta 
tem infinitos pontos. Antes, porém, precisamos introduzir a função 


d: P x P — [0,+00) 
que a cada par de pontos (A, B) associa o número real positivo d( A, B), de modo que 
d(A, B) = d(B, A), 


quaisquer que sejam os pontos A, B e P. Diremos que d( A, B) é a distância entre A e B. 
O próximo axioma especifica a relação entre esta função e os pontos de uma reta. 


AXIOMA 2 (coordenadas em retas). Dada uma reta £ e um ponto P e £ existe uma 
função bijetiva ġ : L — R tal que ¢(P) = 0 e, para todo A, B € £, 


(39) (4) - ¢(B)| = aA, B). 


A função bijetiva que o axioma |2| define sobre uma dada reta não é única, porque 
depende no qual esta função se anula; contudo, é possível relacionar duas destas funções 
de maneira bastante simples, quando estão definidas sobre uma mesma reta. Faremos isto 
no próximo teorema, onde também veremos que várias propriedades básicas da função 
distância d são consequências do axioma |2) e do que aprendemos sobre a função valor 
absoluto no capítulo [2] 


TEOREMA 2.2. Se A, B € P, então 


(a) d(A, B) = 0 se, e somente se, A = B; 
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(b) se A, Be C são três pontos de uma mesma reta, então 
d(A,C) < d(A, B) + d(B,C); 


(c) se £ é uma reta e ġ,% : L — R são duas funções que satisfazem o axioma [2] 
então existe um número real r tal que 


W(P)-r para todo Pet 


ọ(P)= ou 
-wW(P)-r paratodo Peg, 


DEMONSTRAÇÃO. Sejam £ uma reta e A, Be C três pontos de £. Pelo axioma/2Jexiste 
uma função bijetiva 


o:£—R, 
que satisfaz (39). Logo, 
(A) — 6(B)| = d(A,B) = 0 
se, e somente se, (4) = ¢(B). Como à é bijetiva, isto equivale a dizer que A = B, 
provando, assim, o item (a). Para provar (b) usamos novamente para escrever 


d(A, C) =]9(4) - HC) = (PCA) — o(B)) + (AB) - A(O): 
Mas, pela desigualdade triangular, enunciada na página[60] 
CAÇA) — AB) + (O(B) — AC) < 1(A) — SLB) + 10(B) - (C). 
Assim, 
d(A, C) = |@(A) — AC) < 1@(A) — AB) + I(B) - A(O). 
Para obter a desigualdade do item (b) basta lembrar que 
d(A, B) =|6(A) - (B)| e d(B,C) =|6(B) - (C). 


Resta provar (c). Seja 


w:€—R 


uma outra função que satisfaz 
O(A) - Y(B)| = d(A, B). 
Digamos que O e€ £ satisfaz (0) = 0 e que r = (O). Se Ae P, então 
d(A, 0) = |6(A) - ¢(0)| = [oC A) — 4(0)l. 
Logo, 
+(9(4)) = (A) —r, 


para todo A e /. Para concluir, basta provar que o mesmo sinal no termo da esquerda se 
aplica a todos os pontos de £. Suponhamos, por contradição, que A, B + O são tais que 


HA) =V(A)-r e -¢(B)=4(B)-r. 
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Subtraindo a segunda expressão da primeira, obtemos 
(A) + AB) = YA) - (8); 

donde 

(40) O(A) + SLB) = (4) - Y(B)| = d(A, B) = |@(A) - (B), 

em que as duas últimas desigualdades seguem das propriedades de ¢ e w. Mas, 
O(A) + 6(B)| = |@(A) - S(B)], 

equivale a dizer que 

PA) + AB) = (A) - HAB) ou dA) + AB) = -@(A) + AB). 


Contudo, a primeira das igualdades implica que ¢( B) = 0 e a segunda que ¢( A) = 0. Como 
A,B + O e q é bijetiva, nenhuma das duas afirmações pode ser verdadeira. Portanto, 


(VA CLA) = YA) =r)) v (VA € £, (AA) = YA) - 1), 


como precisávamos mostrar. 


Ao contrário dos anteriores, este axioma tem importantes consequências que, apesar de 
bastante imediatas, não se manifestam claramente em uma primeira leitura. Para trazê-las 
à tona de maneira contundente, lembre-se que tudo o que sabemos sobre as retas do plano 
até aqui resume-se ao fato de que retas são subconjuntos do plano que ficam unicamente 
definidos a partir de dois quaisquer de seus pontos. Para lhe dar uma ideia de quão pouco 
isto representa, observe que o axioma 1 é satisfeito se tomarmos 


PSA B,C} 
e os subconjuntos 
a = {A, B}, ly = {A, C} e b3 = {B,C} 
como sendo as retas de P. Isto é, o axioma 1 é satisfeito até mesmo quando o tomamos o 
“plano” como sendo um conjunto finito. O axioma 2 vem remediar parte deste problema. 


Para começar, como q é uma função bijetiva e R é um conjunto infinito, podemos 
concluir que £ tem infinitos pontos. Em segundo lugar, podemos usar à e a ordenação dos 
números reais para estabelecer uma ordem entre os pontos de £. Assim, dados P,Q € £, 
diremos que 


P precede Q <= HP) < HQ); 


neste caso, dizemos também que Q sucede P. Isto nos permite, ao desenhar a reta £, 
utilizar a convenção usual de que, se P precede Q, então é desenhado à sua esquerda. Na 
verdade, o axioma 2 vai além disso, porque a função q ordena os pontos de ( associando 
a cada um deles um único número real, o que nos permite atribuir coordenadas aos pontos 
de ¢. Note, contudo, que à não está definida em todo o plano, mas apenas para os pontos 
da reta /. Portanto, podemos atribuir coordenadas aos pontos de qualquer reta dada, mas 
ainda não aos pontos do plano, tomado como um todo. 
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Vimos, no parágrafo anterior, que a ordenação dos pontos de uma reta é feita através da 
função @ que associamos àquela reta. Contudo, há infinitas maneiras possíveis de associar 
a l uma tal função. Isto gera alguns problemas. Por exemplo, se ¢ é uma função associada 
a l, respeitando as propriedades enunciadas no axioma 2, o mesmo pode ser dito de —q. 
Assim, se P precede Q por à, teremos que Q precede P por —¢, porque ¢(P) < HQ) 
equivale a —-¢(Q) < -ọ( P). Isto é preocupante, porque gostaríamos de definir o segmento 
PQ como sendo o conjunto dos pontos que sucedem P e precedem Q. Felizmente, este 
problema é fácil de contornar. Para isso, tendo fixado uma função q relativa a uma dada 
reta £, podemos afirmar que A, Be C são pontos de £, diremos que B está entre Ae C se 


(HA) < AB) < HC) v (HC) < SB) < (4). 


Como estas desigualdades são equivalentes a 


(HC) < -6(B) < -9(A)) v (ACM) < -9(B) < -0(C)); 


a troca de ¢ por —¢ não altera o fato de B estar entre A e C. De fato, usando o item 
(c) do teorema podemos provar que a definição da relação esté entre independe da 
função à que escolhemos associar à reta /. Portanto, se A e B são pontos de uma reta £, 
podemos definir o segmento AB como sendo o conjunto dos pontos que estão entre A e B, 
seguros de que esta definição independe da função @ que associarmos a ¢. Note que, por 
esta definição, AB e BA representam o mesmo segmento. 


Para finalizar nossa discussão do axioma 2, convém esclarecer o papel da função d neste 
axioma; porque à primeira vista, bastaria introduzir, para cada reta, sua função q e teríamos 
ordenado e posto coordenadas em todas as retas do plano. Contudo, a ausência de uma 
função distância globalmente definida no plano faria com que as medidas de distância entre 
pontos do plano ficassem totalmente arbitrárias, até mesmo para pontos sobre uma mesma 
reta, porque a demonstração do item (c) do teorema|2.2|depende, de maneira crucial, de d. 


Outro subconjunto importante do plano que podemos definir com o que fizemos até 
aqui são as semirretas. Dado um ponto A na reta @, definir as semirretas, 


At ={Pel|4(P)>4(A)} e A = {Pe l|d(P) < (4) 


cuja união é a reta / e cuja interseção é o ponto A. Uma semirreta também pode ser definida 
a partir de dois pontos A e B de £ por 


AB = {P e L| (P € AB) v (B € AP) 


isto é, como o conjunto dos pontos entre A e B ou que estão “além de B”, relativamente 
a A. Como veremos na próxima seção, as semirretas são fundamentais para a definição de 
ângulo. Podemos usar os axiomas [I]e[2|para provar que o plano contém uma infinidade de 
retas. 


TEOREMA 2.3. Por um ponto qualquer, fora de uma reta, passam infinitas retas dis- 
tintas que intersectam a reta dada. 
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DEMONSTRAÇÃO. Seja l uma reta do plano. Como, pelo axioma|2| existe uma função 
bijetiva entre os pontos da reta e os números reais, podemos concluir que / tem infinitos 
pontos. Pelo axioma[l] existe um ponto P fora de £. Portanto, usando novamente o axioma 
temos que, para cada Q € £, existe uma reta rg que passa por P e Q. Suponhamos que 
ro + TQ, para algum Q’ e £. Pelo teorema(2. I] 


{Q} =ront=ro nt= Tod 
donde Q = Q’. Portanto, a função que a cada Q e ( associa a reta rg c P é injetiva. Como 
tem infinitos pontos, isto implica que existem infinitas retas pelo ponto P. 


Antes de encerrar a seção, convém fazer uma observação sobre notação. Na medida do 
possível, denotaremos pontos do plano por letras maiúsculas e retas por letras minúsculas 
do alfabeto romano. As minúsculas do alfabeto grego serão reservadas para ângulos. Como 
estamos estudando geometria plana, nosso conjunto universo é o conjunto de pontos que 
estamos chamando de plano. Portanto tudo se passa como se conhecêssemos apenas um 
plano, que denotaremos por PP, e ao qual nos referiremos usando o artigo definido: o plano, 
em vez de um plano. 


3. Semiplanos e ângulos 


Como definiremos o interior de um ângulo como uma interseção de semiplanos, pre- 
cisamos de uma axioma que especifique de que maneira uma reta subdivide um plano. 


AXIOMA 3 (Semiplanos). Os pontos do plano fora de uma reta £ podem ser agrupados 
em dois conjuntos disjuntos l+ e C, de modo que se PQ el, então PQ c ft, eo 
enunciado análogo vale para ¢~. Além disso, se R € & e S € E, então o segmento RS 
intersecta £. 


Os conjuntos /* e /” são os semiplanos em que £ divide P. O axioma3Jé de menos fácil 
digestão que os anteriores. Ele nos diz que cada reta divide o plano em dois semiplanos 
com certas propriedades. As situações descritas nos itens (a) e (b) estão ilustradas na figura 


Como esta é a primeira figura a aparecer depois que começamos o tratamento axiomá- 
tico de geometria, é importante explicitar o papel que as figuras desempenharão em nossa 
apresentação. Afinal, como diz o adágio, a geometria é a arte de argumentar correta- 
mente a partir de figuras erradas. Alguns historiadores creem que os matemáticos gregos 
chegavam a distorcer deliberadamente algumas figuras, para evitar que a regularidade da 
figura sugerisse ideias incorretas. Embora, neste curso, todos os nossos argumentos de- 
vam ser, necessariamente, baseados nos axiomas e em resultados anteriormente provados, 
utilizaremos figuras, tanto para ilustrar certos resultados, como para nos inspirar em como 
fazer uma demonstração. O perigo a evitar, sobretudo no último caso, é o de não nos deixar 
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FIGURA 2. Os dois casos do axioma de ordenação 4 


levar pela figura a fazermos afirmações que não podem ser justificadas com base no que já 
provamos. 


Há algumas consequências do axioma 3| que usaremos mais adiante, mas que convém 
provar logo. A propósito, os matemáticos costumam rotular seus resultados de lemas, 
teoremas e corolários, dependendo de sua importância e do papel que desempenham. Nor- 
malmente, os resultados mais importantes são chamados de teoremas, do verbo grego que 
significa “contemplar”. Já um resultado cujo papel é apenas o de auxiliar na demonstração 
de um teorema é rotulado como lema, do verbo grego “tomar”, porque um lema é um 
resultado que se toma como verdadeiro na demonstração de um teorema. Finalmente, di- 
remos que uma consequência facilmente deduzida de um teorema é um corolário, do latim 
“corollarium”, que significa uma coisa que é dada gratuitamente, um presente. 


LEMA 3.1. Sejam A, Be C três pontos não colineares do plano e B' um ponto do 
segmento AB, diferente de Ae B. Se ¢ é uma reta que contém B', mas não intersecta BC, 
então ¢ intersecta o segmento AC em um ponto diferente de Ae C. 


FIGURA 3. Posição dos pontos e retas no Lema A 
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DEMONSTRAÇÃO. Como B' e /n AB é diferente de A e B, o axioma [3] nos permite 
concluir que A e B estão de lados opostos de /; digamos que A € (+ e B €e &. Como 
tn BC = Ø então C está no mesmo semiplano que B, relativamente a /. Logo, C € ¢. 
Portanto, pelo axioma/3] 

{C'}= AC nd £m. 


Finalmente, C” não pode coincidir com A, nem C’,, porque A, C é £. 


FIGURA 4. O ângulo AOB. 


Com isso podemos passar à definição de ângulo. Dados três pontos A, O eB 3 do plano, 
definiremos o ângulo AOB como correspondento ao par de semirretas OA e OB, como 
ilustrado na figural4] Usando o axioma|3| definimos o interior do ângulo AOB como sendo 


a interseção do semiplano definido por OA que contém B, com o semiplano definido por 
OB que contém A e, portanto, não contém nenhuma das duas semirretas. Para evitar uma 
multiplicação de notações, escreveremos C € AOB para denotar que o ponto Č está no 
interior do angulo AOB. Na figura|5| o interior do ângulo AOB aparece pintado de verde. 


FIGURA 5. O interior do ângulo AOB. 


Falta-nos explicar como é feita a medida de ângulos, que formalizamos no próximo 
axioma. Antes, porém, introduziremos o último objeto indefinido de que precisamos, que 
é uma função 

<x : P x P x P — [0,7] 
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que a cada trinca de pontos (A,O, B) associa um número real < AOB entre 0 e m que 
satisfaz as seguintes propriedades: 

(a) <AOB = YBOA; 

(b) se A’ € OA e B' € OB, então <(A,O,B) =<x(A',O, B); 

(c) se C € AOB, então <AOB = AOC + <COB. 
Como usaremos a propriedade (c) frequentemente, é conveniente designa-la por um nome; 
de agora em diante vamos nos referir a ela como a aditividade da medida de ângulos. Esta 
função desempenha, relativamente ao axioma 4, um papel semelhante ao que a função 
d desempenhava no axioma 2; isto é, ela nos permite comparar ângulos localizados em 
semiplanos definidos por retas diferentes. No enunciado do axioma [4]usaremos a seguinte 


notação: se f+ é um dos semiplanos definidos por uma reta £ e O e £, denotaremos por S6 
o conjunto das semirretas contidas em /* que têm origem no ponto O. Assim, 


b ={OP|Peltul}. 
Não esqueça que OQ = OP, para todo Q e OP, de modo que uma mesma semirreta pode 
ser definida a partir de uma infinidade de pontos diferentes. 


AXIOMA 4 (medida de ângulos). Dados um semiplano ¢*, definido por uma reta £ e 
um ponto O € L, existe uma bijeção 


0:S6 — [0,7], 
que satisfaz 
(O À) - 0(OB)| = LAOB, 
quaisquer que sejam A, Be f* u £. 


O número Y AOB, é a medida do ângulo AOB. Como, por definição, um ângulo esta 


sempre contido em um semiplano, limitar x AOB ao intervalo [0,7] corresponde à nossa 
intuição de como funcionam as medidas de ângulos em radianos. 


TEOREMA 3.2. Sejam A, O e B pontos do plano e £ a reta definida por O e A. Então, 


(a) xAOB = O se, e somente se, B € OA; 


(b) AOB =r se, e somente se, Be lx OA; 
(c) se 0 e & são duas funções que satisfazem às condições do axioma] então 


O'(OP)=0(OP) ou 6'(OP) =r -0(OP) 


DEMONSTRAÇÃO. Pelo axioma|4] 
0 = xAOB = |6(OA) - 6(OB)| 
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se, e somente, o(OÀ) = (OB) que, pela bijetividade de 0, só pode ocorrer se OA=OB. 
Por outro lado, se C € AO B, então 
LAOB = LAOC + LCOB > LAOC. 
Suponha, por contradição, que A, O e B são colineares e que ~ AOC = 7, para algum 
C e OA’. Pela desigualdade anterior, 
AOB >T, 

contradizendo a definição da função x. Logo, xAOC < 7 para todo C no interior de 
AOB. Por (a) e pela bijetividade de 0, resta apenas a possibilidade de que AOC = 7. A 


recíproca é consequência do que acabamos de mostrar e da bijetividade de 0. Finalmente, 
suponhamos que 6 e 6’ sejam como em (c). Pelo axioma [4] temos que 


(41) LAOP=|9(OP)-0(04)| e xAOP = |0'(OP) - 0'(OA)]. 
Mas, 4, O e B são distintos e colineares, temos por (a) e (b) duas possibilidades para a 
relação entre 6(A) e 6’(A). A primeira é que 

0'(OA) =O =0(04). 
Substituindo isto em (41) e levando em conta que as imagens de 0 e 6’ só contêm números 
positivos, concluímos que 

6'(OP) = 0(OP). 

A segunda possibilidade é que 

6'(A) =a e 0(4)=0. 


Desta vez, aplicamos o caso anterior à função 6” (OP) = r -0(OP). 


Encerraremos a seção, provando duas consequências simples do teorema/3.2] A primeira 
delas é a igualdade de ângulos opostos pelo vértice. Suponhamos que £; e 42 sejam duas 
retas que se intersectam no ponto O e sejam A, Bı € ¢; em semiplanos diferentes relati- 
vamente a l> e A2, B2 € (2 em semiplanos diferentes relativamente a £1, como ilustrado na 
figura|6| Então os ângulos AO As e BOB» são opostos pelo vértice; assim como também 
o são A,OB, e 4O B». 


COROLÁRIO 3.3. Angulos opostos pelo vértice têm a mesma medida. 


DEMONSTRAÇÃO. Sejam 
Q= xA 0A, B = XB.,OB, e y= xAı0 Bı; 
como na figura lol Note que A,;OB, é adjacente, tanto a AS0A,, quanto a B,OB,, de 
modo que 
a+y=p+y, 
pois são ambos iguais a 7. Mas isto implica que a = 5. Um argumento análogo mostra 
que L4,50B, = XA OBı. 
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FIGURA 6. Ângulos opostos pelo vértice. 


A segunda consequência do teorema [3.2] diz respeito às retas perpendiculares. Como 
de costume diremos que se < AOB = 7/2, então AO B é um ângulo reto e que as retas que 
contêm, respectivamente, O, A e O, B são perpendiculares. 


COROLÁRIO 3.4. Por um ponto de uma reta l passa uma, e somente uma, reta perpen- 
dicular a £. 


DEMONSTRAÇÃO. Pelo axioma 3, a reta / divide o plano em dois semiplanos, que 
designaremos por /* e &. A cada um destes semiplanos corresponde uma função bijetiva 
que atribui um número real entre 0 e 7 a um ângulo contido neste semiplano. Seja O a 
função bijetiva associada a (*. A bijetividade de 0 nos permite afirmar que existe uma 
2... 7 TA => . <— E 
única semirreta PQ* e & tal que 0(PQ*) = 7/2. Sejam r = PQ* a reta que contém a 

+ 
semirreta PQ* e Q- um ponto em /” nr; como ilustrado na figura [7] Se P’, P" e £ estão 
um de cada lado de um dos semiplanos em que r divide o plano, então 


APPO =0(PQ") = 7/2. 
Contudo, pelo corolário [3.3] 
xP'PQ* = PERO. 
pois são opostos pelo vértice. Logo, <P” PQ- = 7/2, de modo que o ângulo formado por 
PQ- e! também é reto. A bijetividade da função associada às medidas de ângulo em /” 


É ds : l sea ore 
garante que esta é a única semirreta perpendicular a / em &. Como PQ* e PQ” estão 
ambas contidas em r, mostramos que r é a única reta perpendicular a / por P. 


4. Triângulos 


Sejam A, Be C três pontos não colineares. O triângulo ABC, que também denotare- 
mos por A ABC, é a união dos segmentos AB, AC e BC. Chamamos estes segmentos de 
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FIGURA 7. Unicidade da perpendicular a uma reta. 


lados do triângulo ABC, cujos vértices são os pontos A, Be C. Já BAC, ABC e ACB 
são os ângulos internos do triângulo ABC que também denotaremos, simplesmente, por 
A, Be C. Diremos também que BC é o lado oposto ao ângulo À e vice-versa. Analoga- 
mente, AC e AB são os lados opostos aos ângulos B e C, respectivamente. 


Supondo que 
Ce ABT, BeACt e AcBC* 
podemos definir o interior do triângulo ABC pela interseção 
AB* n AC* n BC", 


como ilustrado na figura[8] 


FIGURA 8. Interior do triângulo como interseção de subplanos 


Os resultados desta seção dizem respeito à comparação de triângulos. Diremos que 
dois triângulos ABC e A'B'C" são semelhantes se 
Be e eee AB AC BC 
42 A=A'l, B=B', C=C" = = ; 
( ) 2 , © A'B! A'C' B'C' 
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Ao valor comum destas três frações daremos o nome de razão de semelhança. Quando 
este número é igual a um, os triângulos são congruentes. Indicaremos que ABC e A'B'C” 
são triângulos semelhantes, escrevendo 

AABC ~ AA'B'C', 
ao passo que, quando estes triangulos forem congruentes, escreveremos 

AABC = AA'B'C’, 


Do ponto de vista heurístico, dois triângulos são congruentes quando é possível sobrepô- 
los de maneira coincidam exatamente; e são semelhantes quando uma mudança de escala 
transforma um no outro. Nosso último axioma especifica as condições mínimas que dois 
triângulos devem satisfazer para serem semelhantes. 


AXIOMA 5. Para que os triângulos ABC e A'B'C' sejam semelhantes, basta que 


AB AC 
A'B! ~ AC 


eque YBAC = <B'A'C’. 


Como mencionamos na seção [Teste axioma marca um ponto importante em que nossa 
apresentação da geometria se distancia muito daquela proposta nos Elementos. Em primeiro 
lugar, Euclides trata a congruência e a semelhança de triângulos de maneira inteiramente 
independente. A congruéncia é introduzida no livro I dos Elementos, ao passo que a semel- 
hança só aparece no livro VI. A razão para isso é que ele precisa tratar a teoria de pro- 
porções de Eudoxo, apresentada no livro V dos Elementos, antes de poder enunciar resul- 
tados equivalentes às nossas equações (42). A definição de congruência, por outro lado, é 
extremamente elementar. Ainda que nunca diga isto explicitamente, Euclides define dois 
triângulos como sendo congruentes se é possível mover um sobre o outro de modo que 
coincidam exatamente. O problema com esta definição é que os movimentos necessários 
para levar um triângulo sobre o outro não são definidos em nenhum lugar nos Elementos. É 
possível contornar isto introduzindo estes movimentos de maneira rigorosa, mas isto torna 
o tratamento mais denso que o adotado aqui. Mais detalhes sobre como tornar rigoroso o 
procedimento adotado por Euclides podem ser encontrados em [6]. 


Um detalhe que é importante ressaltar é que os ângulos iguais têm que ser, obrigato- 
riamente, aqueles que são limitados pelos lados proporcionais. Por exemplo, na figura | 
os triângulos AOB e AOC têm em comum o lado AO, e o ângulo OAB, ao passo que os 
lados OB e OC têm a mesma medida, porque são raios de uma mesma circunferência. No 
entanto, estes triângulos claramente não são semelhantes. 


Como consequência deste axioma podemos provar facilmente a Proposição 5 dos Ele- 
mentos de Euclides. Esta proposição diz respeito aos triângulos isósceles, que são aqueles 
que têm dois lados de mesmo comprimento. A demonstração de Euclides, conhecida na 
Idade Média como Pons Asinorum (latim para “ponte dos asnos”), é um tanto elaborada; 
a demonstração que apresentaremos deve-se, segundo Proclus, a Papus (290-350 d.C.). 
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FIGURA 9. Os triângulos AOB e AOC não são congruentes. 


Nesta demonstração o mesmo triângulo é tratado como se fossem dois triângulos difer- 
entes. 


Talvez a melhor maneira de entendê-la seja considerar o seguinte cenário imaginário: 
dois matemáticos estão, um de cada lado de uma parede, onde estão marcados três pontos, 
formando triângulos com base horizontal. Eles não sabem disto, mas os pontos de um lado 
da parede correspondem exatamente àqueles que estão do outro lado, porque são identifi- 
cados por pinos que foram inseridos em buracos que atravessam a parede. Os matemáticos 
rotulam os vértices dos seus triângulos de modo que A e A’ correspondem ao vértice supe- 
rior, ao passo que BC e B'C" identificam as bases destes mesmos triângulos, respeitando a 
convenção de que B está à esquerda de C e B' à esquerda de C'. Cada matemático mede, 
então, o ângulo à esquerda do topo do seu triângulo (A de um lado e A’ do outro), assim 
como os lados que delimitam este ângulo. Em seguida comparam os resultados obtidos e 
verificam que 


AB=A'B', AC=A'C' e A= A. 
Usando o axioma 5 podem concluir que os triângulos ABC e A'B'C” são congruentes; de 
modo que 
B-B e C=C". 
Contudo, por causa de nossa convenção de que B rotula o vértice à esquerda de C e B’ 
aquele que está a esquerda de C’, temos que 
BC eler 


já que os triângulos são iguais. Combinando os dois pares de igualdades, obtemos 


— a 


B=C e B'-=Êr. 
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de modo que o triângulo (já que ABC e A'B'C" são um mesmo triângulo) é isósceles. A 
razão para a historinha é que demonstrações deste gênero às vezes dão a sensação de que 
estamos “extraindo algo do nada”. 


TEOREMA 4.1. Em um triângulo isósceles, os ângulos opostos aos lados iguais têm a 
mesma medida. 


DEMONSTRAÇÃO. Suponhamos que, no triângulo ABC, os lados AB e AC têm a 
mesma medida. Assim, comparando os triângulos ABC e AC'B, temos que: 


(i) o lado AB do triângulo ABC corresponde ao lado AC do triângulo AC B; 
(ii) o lado AC do triângulo ABC corresponde ao lado AB do triângulo AC B; 
(iii) A é o ângulo entre os lados correspondentes nos dois triângulos. 


Lembrando que (i) e (ii) são consequência da hipótese de que ABC é um triângulo isósce- 
les. Logo, os triângulos ABC e ACB são congruentes, o que nos permite afirmar que 
todos os ângulos correspondentes são iguais; em particular LB = xC, como devíamos 
mostrar. 


Podemos utilizar o axioma [5| para provar dois outros critérios simples de semelhança 
de triângulos, o primeiro dos quais é o seguinte. 


TEOREMA 4.2. Dois triângulos são semelhantes quando dois ângulos de um deles são 
iguais a seus correspondentes no outro triângulo. 


DEMONSTRAÇÃO. Sejam ABC e A'B'C" os dois triângulos tais que 
xB =4B' e cA=<A’' 
e digamos que 
fa A'B' 
—AB' 
Marque, na semirreta B'C” o ponto C” cuja distância de B’ é igual a kBC. Por causa da 
maneira como o ponto C” foi construído, temos que 
A'B' BIC" 
de modo que, pelo axioma[5] os triângulos ABC e A'B'C” são semelhantes. Suponhamos 
que 
q — 
Ce A'B* e Boe AC. 


Há dois casos a considerar. Se C” pertence ao segmento B'C”, como na figura [10] 
então, pela definição de triângulo 


C” € A'B I NAIC’ = B'A'C!. 
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A 


B c B' o" re 
FIGURA 10. Os triângulos ABC e A’ B’C” quando C” e B/C". 


Logo, pelo teorema[3.2] 
XA — LA = XB'A'C' — xB'A'C" fe ACAO, 

em que a primeira igualdade é uma das hipóteses do teorema. Contudo, como AABC ~ 
A A'B'C", temos também que 

LA = LBAC = 4B'A'C”. 
Substituindo esta última igualdade na anterior, obtemos 

xA =A + XC" AC", 

o que nos permite concluir que LC” A’C” = 0. Por sua vez, isto implica que 
AB! AC 
AB AC’ 
Combinando a hipótese de que <A = <A’ ao que acabamos de mostrar, podemos deduzir 


do axioma|5| que os triângulos ABC e A'B'C" são semelhantes, como queríamos mostrar. 
Isto prova o teorema quando C” e B/C". 


ege 


FIGURA 11. Os triângulos ABC e A'B'C” quando C” € B'C” 


————> 
Suponhamos, agora, que C” é B’C’. Como C” e B'C”, isto só pode acontecer se 
C" e B'C". Neste caso, 


LA! = xX B'A'C" =4B'A'C' + LO AC”! = XA + &C'A'C" 
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donde «C’A’C” = 0 que, como no caso anterior, nos permite concluir que 
AA'B'C' = AA'B'C" ~ AABC, 


completando a demonstração do teorema. 


Comparando os enunciados do axioma [5] e do teorema vemos que um pode ser 
obtido do outro trocando os papéis dos ângulos com os lados e vice-versa. 


Contudo, ao contrário do axioma[5] que só pode ser aplicado quando os ângulos iguais 
estão entre os lados proporcionais, o teorema[4.2]se aplica quando 


Já o segundo critério de semelhança, que apresentamos a seguir, tem um teor bastante 
diferente, já que apenas impõe condições sobre os lados. 


TEOREMA 4.3. Dois triângulos são semelhantes quando seus lados correspondentes 
são proporcionais. 


DEMONSTRAÇÃO. Sejam ABC e A'B'C”" os dois triângulos. Temos, por hipótese, 
que 
AB AC BC 
A'B! = AO! = BIC’ 
No que segue, denotaremos este número por k. Supondo que C” e AB*, construa a reta £ 


que forma com ABo ângulo 5 = YC AB e marque o ponto C” € £ tal que AC” = k- AC; 
como ilustrado na figura[12]Pelo axioma [5| os triângulos ABC e A'B'C” são semelhantes 


(43) 


Cc’ Cc 


FIGURA 12. Os triângulos ABC, A'B'C'e A'B'C”, 


com razão de semelhança igual a k. Podemos concluir disto e de que 
A'B' A'O" B'O" 
AB AC BO 
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Em particular, 
(44) AC’ = A'C' e B'C" = RC, 
de modo que os triângulos C’A’C” e C'B'C” são ambos isósceles. Logo, pelo teorema 
(45) LA'C'C" = X A'C"C" e «B'C'C"=«B'C'c. 
Mas, pela aditividade da medida de ângulos, 
(46) LA'C'B' = LA'C'C" + SBIC'C” e LA'C"B' = ZAC" + 4B'C'C. 
Combinando (45) com (46), concluímos que 

LA'C'B' = x A'C" BP". 
Contudo, aplicando o axioma [5|a e a esta última igualdade, temos que os triângulos 
A'B'C" e A'B'C” são congruentes. Juntamente com a semelhança A A’ B/C” e AABC, 


que vale por construção, isto nos permite concluir que A A’B’C’ ~ A ABC, como de- 
víamos mostrar. 


Quando a razão de semelhança é igual a 1, o axioma [5]e os teoremas [4.2] e [4.3] corre- 
spondem, respectivamente, aos casos de congruéncia de triângulos conhecidos como LAL, 
ALA e LLL. Seguindo a tradição, usaremos estas abreviações apenas para os casos de 
congruência. Assim, dois triângulos são congruentes quando: 


Caso LAL: dois lados iguais e o ângulo delimitado por eles em um dos triângulos 
são iguais a dois lados e o ângulo delimitado por eles do outro; 

Caso ALA: dois ângulos e um dos lados de um dos triângulos são iguais a dois 
ângulos e um dos lados do outro; 

Caso LLL: os três lados de um dos triângulos são iguais aos lados correspondentes 
do outro. 


Note que, ao contrário do que ocorre no caso LAL, que só pode ser aplicado quando os 
ângulos iguais estão entre os lados iguais, o caso ALA se aplica quando o triângulo tem 
dois ângulos e um lado iguais, independentemente do lado estar entre os dois ângulos. 
Encerramos esta seção provando a Proposição 32 dos Elementos. 


TEOREMA 4.4. A soma das medidas dos ângulos internos de um triângulo é igual a 7. 


DEMONSTRAÇÃO. Seja ABC o triângulo e sejam K, Le M os pontos médios dos 
lados AC, BC e AB, respectivamente, como ilustrado na figura[15] Como 


1 AK AM 

2 AC AB 
e À é um ângulo comum aos triângulos ABC e KAM, o axioma [5] nos permite concluir 
que estes triângulos são semelhantes. Levando em conta que os ângulos XC BA e AMK 
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A M B 


FIGURA 13. O triângulo ABC com os pontos médios dos lados. 


e os lados KM e BC, se correspondem nestes dois triângulos, concluímos, pela definição 


de semelhança de triângulos, que 

KM 1 
47 CBA=IKMA e ——=-. 
o lá > ° BC”) 


Argumentos análogos mostram que 
AABC~ABML e AABC~ACKL 


de modo que 


IM 1 

4 LMB = AB — =- 
(48) xX xC e AC 73 
assim como 

KL 1 
49 Ee 
2) AB 2 
Contudo, 


KM LM KL 1 


BC AC AB 2 
nos permite concluir, pelo teorema[4.3| que os triângulos ABC e KLM também são semel- 
hantes. Como os ângulos KML e AC B são correspondentes nestes dois triângulos, temos 
que <K ML = xACB. Combinando esta última equação com e (48), obtemos 


ICAB+ILCBA+LACB=ILMB+IKMA+ILKML=LAMB=T, 


em que as últimas duas igualdades seguem do teorema3.2| porque os pontos A, M e B são 
colineares, o que completa a demonstração deste teorema. 


A seguinte consequência deste teorema será usada mais de uma vez nos argumentos da 
próxima seção. 


COROLÁRIO 4.5. Duas retas perpendiculares a uma terceira são paralelas entre si. 
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DEMONSTRAÇÃO. Sejam / uma reta e A e A’ pontos distintos em £. Ser e r’ são retas 
perpendiculares a (em A e A’, respectivamente, queremos mostrar que r é paralela a r’. 
Suponhamos, por contradição, que 


(50) rir = {By 
de modo que AA’C é um triângulo, como na figura[14] Então, pelo teorema [4.4] 


FIGURA 14. Triângulo formado por duas perpendiculares a uma mesma reta. 


ICAAM + XCA'A + XACA' =7. 
Como, por hipótese, 
ACAM = xCA'A= A 


podemos concluir que <ACA’ = 0. Mas, pelo teorema [B.2} isto implica que A = A’, 
contradizendo o fato de A e A’ serem pontos distintos de £. 


5. Paralelas e perpendiculares 


Nesta seção provaremos vários resultados, extremamente úteis, relativos a retas parale- 
las e perpendiculares, entre eles, a existência e unicidade de tais retas sob certas hipóteses 
adicionais. Nosso primeiro resultado, de natureza mais geral, diz respeito à mediatriz de 
um segmento de reta, que é a reta perpendicular a este segmento em seu ponto médio. 


LEMA 5.1. Um ponto pertence à mediatriz de um segmento de reta se, e somente se, é 
equidistante das extremidades do segmento. 


DEMONSTRAÇÃO. Seja AB o segmento de reta e seja P um ponto da reta /, perpen- 
dicular a AB e que intersecta este segmento em seu ponto médio M. Dado um ponto P 
de 4, mostraremos, primeiramente, que PA e PB têm a mesma medida. Como PM é um 
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FIGURA 15. Mediatriz de um segmento de reta. 


lado comum aos triângulos AM P e BMP e, por definição, 

d(A, M) = d(B, M) = 5H(A.B) e JAMP=<xBMP = E 
podemos concluir, pelo axioma[5] que estes triângulos são congruentes. Em particular, isto 
implica que 

d(A, P) = d(B, P) 

o que mostra que P é equidistante de A e B. Para provar a recíproca, suporemos que P 
é um ponto do plano para o qual d(A, P) = d(B, P) e provaremos que P e /. Mais uma 
vez o argumento se baseia na congruência entre os triângulos APM e BPM. Contudo, 
precisamos de um argumento diferente daquele usado na primeira parte da demonstração, 
porque já não temos mais a hipótese de que PM é perpendicular a AB. Contudo, continua 
sendo verdade que PM é um lado comum aos dois triângulos e que 


d(A,M) = d(B, M) = 5A, B). 
Como, nesta parte da demonstração, estamos supondo que d( A, P) = d(B, P), podemos 
utilizar o teorema[4.3] para concluir que APM e BPM são congruentes. Em particular, 
~AMP=<BMP. 
Lembrando que A, M e B são colineares, obtemos 
m=LAMB=4ILAMP+4IBMP=2YAMP=24BMP; 


que equivale a dizer que PM é perpendicular a AB. Como, pelo corolário [3.4] a perpendi- 
cular a uma reta dada é única, podemos concluir que P e Z, como desejávamos mostrar. 


Embora a existência da perpendicular a uma reta / por um ponto de £ seja consequência 
imediata do axioma f] as demonstrações de muitos teoremas requerem que seja construída 
uma perpendicular a / por um ponto fora de /. A existência de uma tal reta é garantida pelo 
seguinte teorema. 


TEOREMA 5.2. Dada uma reta ¢ e um ponto P é £, existe uma única reta perpendicular 
a l que contém P. 
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DEMONSTRAÇÃO. Sejam 4 e B pontos de / e suponhamos que P e (+. Pelo axioma 
[4] existe um ponto Q € £, tal que <BAQ = xBAP. Usando, por sua vez, o axioma [2] 
podemos encontrar P' € AQ tal que AP = AP’. Como o lado AB é comum aos triângulos 


Q 


FIGURA 16. Perpendicular por um ponto P fora da reta. 


ABP e ABP’ e, pela construção acima, 
AP=AP' e <BAP=<BAP'’, 


temos, pelo axioma |5| que estes triângulos são congruentes. Por sua vez, isto implica 
que BP = BP’. Logo, tanto A, quanto B, são equidistantes de P e P’. Portanto, pelo 
<> = 
lema |5.1} a reta AB = £ é a mediatriz do segmento PP’. Em particular, (e PP’ são 
perpendiculares. 


Este teorema nos permite definir a altura de um triângulo ABC pelo vértice A como 
o segmento AH, em que H é o ponto de interseção entre BC e a reta perpendicular a BC 
por A. Como ilustrado na figura [17] que o ponto H, conhecido como pé de AH, não cai 
necessariamente entre os pontos 4 e B. 


FIGURA 17. Altura do triângulo ABC 
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O teorema corresponde à proposição 12 dos Elementos, porém a construção de 
Euclides utiliza régua sem marcações e compasso, ao passo que a que descrevemos acima 
é baseada no uso de uma régua com marcações e de um transferidor. 


LEMA 5.3. Sejam £ e r retas perpendiculares em um ponto A e seja l uma reta que 
cortar em B. Se C € l é tal que ABC < 7/2, então ¢ e l não são paralelas. 
DEMONSTRAÇÃO. Suponhamos que C esteja no semiplano r+. Pelo corolário [3.4 
podemos desenhar uma reta s, perpendicular a r por B. Como 
LABC < 5, 


podemos concluir que 
—d 
Cebler ns. 


Pelo teorema [5.2] existe uma reta s’, perpendicular a r por C. Seja D o ponto em que s’ 
intersecta r e considere o triângulo ABD. Construa o ponto E € ln r+ tal que 


BD AB 
DC AE’ 


como ilustrado na figura[[8] 


FIGURA 18. Construção do Lema[5.3] 


Esta igualdade de frações e 
<EAB = 5 = 4CDB 


nos permitem concluir, pelo aplicar o axiomal[5] que os triângulos EAB e CDB são semel- 
hantes. Logo, 
ABE = <ABC. 
Como E e r+, a bijetividade da função do axioma|4|implica que as semirretas BC e BE 
são iguais. Portanto, 
EeBEnt=BCnt=f'nf 
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como queríamos provar. 


Nosso próximo resultado é o famoso quinto postulado dos Elementos. Durante séculos, 
os matemáticos tentaram, sem sucesso, provar este postulado a partir dos demais. Mas, no 
século XIX, N. Lobachevsky e J. Bolyai mostraram, independentemente, que é possível 
construir uma geometria que respeita todos os postulados dos Elementos, menos o quinto. 
Como, então, é possível, estejamos prestes a prová-lo? A resposta é está em nossa escolha 
de axiomas; mais precisamente, no fato de que nossos axiomas nos permitem medir seg- 
mentos e ângulos, ao passo que, como vimos, Euclides admitia apenas construções com 
uma reta, sem marcações, e um compasso. Na verdade, o postulado cinco não é o único 
resultado, inacessível a Euclides, mas que podemos provar. Por exemplo, para dividir 
um ângulo em três partes basta-nos usar função bijetiva definida no axioma |4| Já para 
os matemáticos gregos isto era impossível, porque esta construção é impossível usando 
apenas régua e compasso, como demonstrado por P. Wantzel em 1837. 


FIGURA 19. Paralela por um ponto P fora da reta. 


TEOREMA 5.4. Por um ponto, fora de uma reta, passa uma, e somente uma, reta 
paralela à reta dada. 


uma reta r perpendicular a / e que passa pelo ponto P. Já, pelo corolário existe 
uma reta s perpendicular a r, passando por P. Temos, assim, que tanto /, quanto s, são 
perpendiculares a r. Portanto, pelo corolário [4.5] s é paralela a £. 


DEMONSTRAÇÃO. Sejam / uma reta e P um ponto fora de £. Pelo tás E existe 


A demonstração não está completa, porque ainda falta mostrar que não pode haver duas 
paralelas a / por P. Mais uma vez, argumentaremos por contradição. Suponhamos, então, 
que s seja a paralela obtida através da construção acima e que s’ seja uma segunda reta, 
diferente de s, mas também paralela a / pelo ponto P. Então s’ não pode ser perpendicular 
ar, porque, pela bijetividade da função no axioma [4] teríamos que s’ = s. Mas, por este 
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mesmo axioma e pelo corolário [3.3] podemos escolhar Q e r e um semiplano A € s’, de 
modo que <APQ < 7/2. Logo, pelo lema[5.3] s' N l + Ø, contradizendo a hipótese de que 
le s' são paralelas e completando a demonstração do teorema. 


Encerraremos investigando as relações entre alguns dos ângulos formados por uma reta 
r, que intersecta outras duas retas £ e /”. Como a descrição formal dos ângulos que nos 
interessam é bastante prolixa, vamos nos contentar em localizar estes ângulos usando a 
figura [20 na qual a” e É são ângulos alternos internos, ao passo que a e a” são ângulos 
correspondentes. Esta terminologia facilmente se estende aos demais ângulos formados 
por estas três retas. 


FIGURA 20. Ângulos alternos internos e correspondentes. 


TEOREMA 5.5. Seja r uma reta que intersecta duas outras retas l + ¢' em pontos 
diferentes de nt". Os ângulos alternos internos formados pela interseção de r com £ e l 
são iguais se, e somente se, estas retas são paralelas. 


DEMONSTRAÇÃO. Começaremos provando que, se os ângulos alternos internos for- 
mados por uma reta que intersecta outras duas são iguais, então as retas são paralelas. 
Argumentando por contradição, suponhamos que, embora os ângulos alternos internos se- 
jam iguais, 

Ent =4C|. 
Denotando por A e A’ os pontos de interseção de r com £ e ¢’, respectivamente, temos que 
AA'C é um triângulo, como ilustrado na figura[21] 


Porém, pelo teorema[4.4] 
ACAM! + XCA'A+ ACA =7. 


Contudo, 
xCA'A=a' e <CAA'=17-a=7-A’, 
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FIGURA 21. O triângulo AA’C. 


em que a última igualdade segue da hipótese de que a = a’, pois são medidas de ângu- 
los alternos internos. Substituindo estas igualdades na fórmula para a soma dos ângulos 
internos de AA'C, obtemos 


a’ +(m7-0)+ ACA =T. 


Simplificando esta equação, encontramos YAC'A' = 0 que, pelo teorema [3.2} nos dá que 
CA = CA’; contradizendo o fato de que ¢ + (”. 


Passando, agora, à recíproca, suponhamos que as retas paralelas £ e ¢’ sejam intersec- 
tadas por uma reta r. Sejam A e A’ os pontos de interseção de r com £ e ¢’, respectivamente, 
e seja B € £nr*. O axiomafájnos permite construir uma reta (”, pelo ponto A’, de modo 
que se B” el” nr”, então 


(51) IBAA'=<«B"A'A, 


como ilustrado na figura Isto significa que os ângulos alternos internos formados 


FIGURA 22. Igualdade dos ângulos alternos internos. 
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quando r intersecta / e /” são iguais. Mas, pela primeira parte desta demonstração, sabe- 
mos que a igualdade destes ângulos implica que ¢” e £ são paralelas. Portanto, pelo teorema 
l= l". Assim, B" ¢ le nos dá a desejada igualdade entre os ângulos alternos 
internos formados quando r corta £ e (”. 


Combinando o teorema [5.5] ao Corolário que estabelece a igualdade dos ângulos 
opostos pelo vértice, temos o seguinte resultado. 


COROLÁRIO 5.6. Seja r uma reta que intersecta duas outras retas ¢ + ¢' em pontos 
diferentes de nt". Os ângulos correspondentes formados pela interseção de r com £ e l 
são iguais se, e somente se, estas retas são paralelas. 


COROLÁRIO 5.7. Paralelismo é uma relação transitiva. 


DEMONSTRAÇÃO. Suponhamos que as retas / e ¢’ sejam paralelas e que o mesmo 
ocorra com % e (”. Seja r uma reta perpendicular a ¢’. Pelo teorema [5.5] r também forma 
um ângulo de 7/2 com l e ¢’. O resultado desejado segue, então, do teorema [5.5] mais 
precisamente, a implicação inversa da que foi utilizada na sentença acima. 


6. O teorema de Pitágoras 


Encerraremos usando o que aprendemos neste capítulo para provar o teorema de Pitá- 
goras. Este é mais um dos pontos em que nosso enfoque diverge completamente do que foi 
usado por Euclides. Nos Elementos este teorema aparece como a proposição 47 do Livro 
I e é provado usando o método de recorte e colagem. Euclides mostra como recortar o 
quadrado construído sobre a hipotenusa e como juntar estes pedaços para formar os dois 
quadrados sobre os catetos. O resultado é um argumento notoriamente complicado. Nossa 
demonstração, por outro lado, usa semelhança de triângulos, que só é introduzida no Livro 
VI dos Elementos. É possível que Euclides tenha evitado esta demonstração para poder 
introduzir o teorema já no Livro I dos Elementos; que é a mais antiga demonstração do 
teorema de Pitágoras de que se tem notícia. 


Não é claro porque este resultado acabou sendo associado ao nome de Pitágoras; já 
que era conhecido dos Babilônios mais de mil anos de Pitágoras. Por exemplo, o seguinte 
problema encontra-se no tablete BM 85196, que data de, mais ou menos, 1800 a. C.[3) p. 
275): 


um poste de 30 unidades, que estava encostado na parede, desliza de 
modo que sua extremidade superior desceu 9 unidades; a quantas unidades 
a extremidade de baixo esta da parede? 


Outro exemplo ocorre no tablete Plimpton 322, que lista mais de uma dezena de triplas de 
inteiros positivos que satisfazem o teorema de Pitágoras [7]. 
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TEOREMA DE PITÁGORAS. O quadrado da hipotenusa de um triângulo retângulo é 
igual à soma dos quadrados dos catetos. 


DEMONSTRAÇÃO. Seja ABC um triângulo retângulo cuja hipotenusa é c = BC e 
cujos catetos são a = AC e b = AB. Pelo teorema [5.4] podemos construir a altura AH, 
como ilustrado na figura [23] 


A 


B H 
FIGURA 23. Teorema de Pitágoras 


Como AH e BC são perpendiculares e B é um ângulo comum aos triângulos ABC e 
ABH, o teorema[4.2Jnos permite concluir que estes triângulos são semelhantes. Logo, 
AB BC 
2 pa ae 
62) BH AB 


Analogamente, como Ĉ é um ângulo comum aos triângulos retângulos ABC e ACH, 
então 


AC BC 
HC AC’ 

As equações e podem ser reescritas na forma 

AB? =BC:BH e AC? = BC- HC, 


(53) 


respectivamente. Somando estas duas equações, encontramos 
AB? + AC? = BC. BH + BC - HC = BC(BH + HC). 
Mas, BH + HC = BC; donde 
AB? + AC? = BC?, 


que é a equação que devíamos provar. 
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É difícil subestimar a importância do teorema de Pitágoras, já que está por trás de apli- 


cações como o cálculo de distância entre pontos do plano dados em termos de coordenadas, 
a equação do círculo e a relação básica entre seno e cosseno de um ângulo. Basta lembrar 
dos inúmeros usos das funções trigonométricas em engenharia e física para se dar conta de 
quão imprescindíveis são estas funções para se ter uma ideia da importância do teorema. 


Exercícios 


1. 


Prove que se duas retas de um plano não intersectam uma terceira, então são paralelas. 
Roteiro: 
(a) chame as retas de a, 5 e q; 


(b) suponha que a e 5 são ambas paralelas a 7; 
(c) suponha que a e 8 se intersectam; 


(d) explique porque (c) contradiz o axioma das paralelas. 


. Prove que se P e Q são dois pontos no interior de um triângulo, então o segmento PQ 


também está contido no triângulo. Dica: use o axioma 3 três vezes, uma para cada reta 
suporte dos lados. 


. Sejam A, Be C três pontos em uma reta £, de modo que B está entre Ae C e sejam P 


e Q dois pontos de (*. Prove, por contradição, que se YPAC = YQ BC então as retas 
PA e QB não têm interseção em /”. O que falta provar para podermos garantir que 
PAe QB são paralelas? 


. Seja ABCD um quadrilátero no qual YABC = x ADC. Sabendo-se que as retas AB 


e DC são paralelas: 
(a) prove que os triângulos ABC e ADC são congruentes; 


(b) prove que a ABC D é um paralelogramo. 


. Prove que a diagonal de um paralelogramo divide-o em dois triângulos congruentes. 
. Prove que dois triângulos congruentes têm a mesma área. 


. Use congruência de triângulos para provar que os triângulos CAF e DBE da figura 


abaixo são congruentes e use isto para provar a fórmula para a área de um paralelo- 
gramo. 


. Seja ABC um triângulo cujos lados AB e AC são iguais. Mostre que as alturas de B 


sobre AC e de C sobre AB são iguais. 
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9. Use congruéncia de triângulos para provar a formula para a área de um trapézio isósce- 
les. 


10. No caso ALA de congruência de triângulos, o lado deve estar entre os dois ângulos. 
Dê exemplo de dois triângulos que não são congruentes, mas que têm dois ângulo 
congruentes e um lado congruente que não é o que está entre os dois lados. 


11. Mostre que se, em um triângulo ABC, a mediana AM é perpendicular ao lado BC, 
então o triângulo é isósceles. Lembrete: a mediana de ABC pelo vértice 4 é o 
segmento de reta que liga A ao ponto médio do lado BC. 


12. Mostre que todo ângulo exterior de um triângulo é a soma de seus ângulos interiores 
não adjacentes. Por exemplo, na figura abaixo, 0 é o ângulo exterior correspondente ao 
vértices B e os ângulos interiores não adjacentes a ele são a e y 


13. Na figura abaixo, sabe-se que AD bissecta BC e que os ângulos ABE e DCE são 
retos. Prove que AE = ED 


14. Seja ABC um triângulo cujos lados AB e AC são iguais. Sabe-se que E é o ponto 
médio de BC e que BEF = CEG. Prove que FE = GE e que o triângulo AFG é 
isósceles. 
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15. Seja D o ponto de interseção das bissetrizes dos ângulos B e É de um triângulo ABC. 
Trace por D uma reta £ paralela ao lado BC e digamos que AB n £ = {M} e que 
AC n£ = {N}. Prove que BM +CN = DM+ DN. 


16. Seja ABC um triângulo no qual AB = AC e seja De BC tal que LBDA = <CDA. 
Prove que: 
(a) AD é perpendicular a BC; 
(b) LBAD = YCAD; 
(c) AABD = AADC. 


17. Para medir a distância entre as duas ilhas (regiões cinza) da figura abaixo, Hipácia 
mede as seguintes distâncias AC = 5m, DE = 6m e AE = 15m. Sabendo-se que os 
ângulos FAC e DEA são retos, calcule a distância entre as ilhas. 
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18. O paralelogramo ABCD da figura abaixo tem base igual a AB = 51 cm, altura DE = 
15 cm e lado transversal AD = 17 cm. Calcule FC sabendo-se que o ângulo DFC é 
reto. 


A B 


19. Escreva definições formais do que significa dois ângulos serem alternos internos e do 
que significa serem correspondentes. 


20. Resolva o problema do tablete BM85196 enunciado na página[97] 


CAPITULO 5 


Funcoes reais e graficos 


Neste capítulo usaremos o que aprendemos sobre funções e geometria para introduzir 
coordenadas no plano e analisar, de maneira bastante criteriosa, o gráfico de algumas 
funções básicas. 


1. Funções reais 


A única parte da mecânica explorada pelos matemáticos gregos foi a estática, que é o 
estudo dos corpos em equilíbrio. Mesmo a matemática utilizada na investigação da queda 
dos corpos, iniciado na Idade Média e que culminou nos trabalhos de Galileu, baseava-se 
apenas em resultados conhecidos desde Apolônio de Perga. O conceito moderno de função 
surgiu com o desenvolvimento da dinâmica por Huygens e Newton e a criação do cálculo 
infinitesimal por Leibniz e pelo próprio Newton. A posição e a velocidade de um corpo em 
movimento variam, inevitavelmente, com o tempo e estavam entre as primeiras funções a 
serem estudadas. 


O primeiro a utilizar o conceito de função como fundamento do cálculo infinitesimal 
parece ter sido Euler, em seu livro Introductio in analysin infinitorum de 1748 [4] p. 405]. 
Contudo, a definição moderna de função só se estabeleceu no século XIX. Em seu Cours 
d’Analyse, publicado em 1821, Cauchy escreve 


para que uma função de uma só variável esteja completamente determi- 
nada, é necessário e suficiente que, para cada valor atribuído à variável, 
seja possível deduzir um valor correspondente da função; [2| p. 244]. 


Note que não há, nesta definição, nenhuma menção à forma como a cada valor da variável 
é associado o valor da função. A generalidade desta definição levou, ainda no século XIX, 
à criação de funções cada vez mais exóticas, causando uma cascata de problemas que só 
foram completamente esclarecidos no século XX. 


Dada sua origem na mecânica, em que a variável independente representa normalmente 
o tempo, não é surpreendente que as funções estudadas neste capítulo, e no seguinte, te- 
nham sempre subconjuntos de R como domínio. Como se trata de uma primeira introdução 
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FIGURA 1. Leonhard Euler e Augustin-Louis Cauchy 


às funções reais, suporemos também que o contradomínio de nossas funções é sempre R, 
ainda que, em mecânica, o plano e o espaço sejam contradomínios mais frequentes. 


A função constante k. : R > R pela regra k.(x) = c, em que c € R, de modo que 
a imagem de qualquer número real é igual a c. Uma função constante que aparece com 
muita frequência é a função nula, que a cada número real associa o valor 0. Outra família 
muito importante de funções é a das funções lineares. Digamos que a,b € Re que a + 0, 
definimos a função linear A : R > R tem como regra 


f(x) = ax +b. 


A função identidade é uma função linear que, como vimos na seção [5|do capítulo |2| fun- 
ciona como elemento neutro da composição de funções. Como terceira família de exemp- 
los temos a função quadrática q: R > R definida por 


q(x) = ax? + br +c, 
em que a + 0, be c são números reais. Tanto ke, quanto À, quanto q, são exemplos de 
funções polinomiais. Em geral, uma função polinomial é definida por uma regra da forma 
p(x) = anz” +--+ + a£ + ag, 


em que n > 0 é um número inteiro e ao,...,an São números reais. Como as funções 
polinomiais são definidas usando apenas a adição, subtração e multiplicação de números 
reais, seu domínio é sempre todo o conjunto R. 
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Vejamos o que acontece se introduzirmos a divisão entre as operações utilizadas para 
definir uma função real. Considere, por exemplo, as funções rı, r2 e r3, cujas regras são 


1 x+1 x+1 
ri(s) = —, a(x) = o e r3(%) = 503: 


Ao contrário das funções polinomiais, as regras que definem estas funções não fazem sen- 
tido quando o denominador se anula. Por isso, os números reais para os quais os denomi- 
nadores são iguais a a zero precisam ser excluídos de seus domínios. Portanto, os domínios 
de r1, r2 e r3 serão, respectivamente, R ~ {0}, Rx {2} e R \ {-V2, V2}. Estas funções 
são chamadas de racionais porque, assim como os números racionais são quocientes de 
números inteiros, elas são definidas por quocientes de polinômios. 


Neste ponto, é conveniente chamar sua atenção para a diferença, nem sempre respeitada 
quando se tratam de funções reais, entre o nome de uma função e seu valor no argumento. 
Nos exemplos acima, r1, rz € 73 são os nomes das funções, ao passo que ri(x), ro(x) 
e r3(x) são os valores destas funções no argumento x. De maneira geral os matemáticos 
não são muito consistentes em fazer esta diferença e, frequentemente, se referem à “função 
ri(x)” quando deveriam dizer a “função rı”, costume ao qual, por ser prático, vamos aderir 
ao longo deste livro. Contudo, é útil ter em mente esta diferença, porque duas razões. A 
primeira, é que muitas vezes é necessário diferenciar entre o nome da função e seu valor 
em x; a segunda é que, ao escrever ao identificar uma função com sua fórmula, omitimos 
completamente a especificação do seu domínio. Resumindo rı é o nome da função, rı(x) 
é o valor de rı no argumento x e 1/x é a regra que define como calcular ri (x). 


Outra função que encontraremos com frequência é, : [0,+00] > R cujo valor em 
um número real positivo é a raiz quadrada positiva deste número. Note que não podemos 
definir \/ como sendo a raiz positiva e a raiz negativa porque uma função associa a cada 
valor do seu domínio um único número real. Até aqui, todas as funções que consider- 
amos foram definidas por uma única regra em todo o seu domínio, mas muitas funções 
importantes requerem regras diferentes para diferentes valores do domínio. Destas, a mais 
conhecido é a função valor absoluto abs: R > R, também conhecida como função mó- 
dulo, que é definida por 


+£ sex 20 
abs(x) = 
-x Seo: 
Um detalhe importante: não confunda função módulo com função modular. Estas últimas 
são funções de variável complexa, as mais conhecidas das quais são as funções elípticas, 
que têm este nome porque medem o comprimento de um arco de elipse. 


Uma função bem mais exótica, mas que também requer duas regras, é a função de 
Dirichlet D definida por 
1 se x éracional; 


D(x) = 
fo O sex éirracional. 
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Tanto a função de Dirichlet, quanto a valor absoluto, estão definidas em todo o conjunto R. 
Naturalmente nada nos impede de descrever funções por três ou mais regras. Por exemplo, 


0 sex<-l; 
-x+1 se -l1l<2<0; 

Ha) = l-z seO<zx<1; 
0 sex > 1; 


define uma função cujo dominio e contradomínio são iguais a R. 


Como os números reais podem ser somados, subtraídos, multiplicados e divididos, 
podemos definir operações correspondentes para as funções reais. Sejam, então, fı e fo 
duas funções cujo domínio é um conjunto X c R e cujo contradomínio é R. Definimos 
a soma fı + fo e a multiplicação fı - f2 como sendo as funções de X em R dadas pelas 
fórmulas 


(fit fo)(x) = file) + fale) e (fi: foto) = f(x) fala). 
É importante observar que, para que a soma e a multiplicação de funções estejam definidas, 
as funções têm que ter o mesmo domínio. Por exemplo, se g1, g2 : R — R são as funções 


(54) g(x) = 27 +2 e g(x)=-22+27-1 


então gı + g2 : R — R é definida por 
(gı +g2)(£) = gi(x) + go(x) = (1? +2) + (-a? +2z -1)=27+1, 
e g1: 92 : R —> R por 
(91° 92)(x) = g(x) gola) = (£? +2) - (=x? + 2z - 1) = -z4 + 2x3 - 3x? + 4x - 2. 


Note que não há necessidade de definir separadamente a multiplicação de uma função por 
um número real, nem a subtração de funções, porque ambas se reduzem às duas operações 
definidas acima. Assim, supondo que a € R e que ka : X > R é a função constante 
k,(x) =a, para todo x € R, denotaremos por af, a função 


afi = ka: fi 


e por fı — fo a função 
fi + (key: f2); 
de modo que 
(afi )(x) = afi(x) e (fi - fala) = fila) - fala). 

Ao contrário da composição de funções, a adição e a multiplicação de funções satisfazem 
as mesmas propriedades que as operações de mesmo nome em R. A bem da verdade, isto 
nada tem de surpreendente, já que as primeiras são definidas a partir das segundas. Por 
exemplo, embora a composição não seja comutativa, a adição e a multiplicação o são. Para 
entender o porquê disto, lembre-se que fi(x) e fo(x) são números reais, para todo x e X. 
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Como a soma e a multiplicação de números reais são comutativas, isto nos permite concluir 
que 

fala) + film) = faz) + f(x) e fix): fala) = he) fila) 
para todo x e X. Mas disto se segue, pelas definições da adição e da multiplicação de 
funções, que 

jit b= i2% fi e hd fof 

mostrando que, de fato, estas operações com funções são comutativas. As funções poli- 
nomiais podem ser caracterizadas como aquelas que podem ser construídas combinando 
as funções constantes e a função identidade id(x) = x, usando apenas a adição e multi- 
plicação de funções. Em particular, isto nos permite concluir que a soma e o produto de 
funções polinomiais tem que ser uma função polinomial. 


Supondo, ainda, que fı e fo são funções de X c R em R, podemos definir a divisão de 


funções por 

fo f(a) 
Ao contrário da adição e multiplicação de funções, a divisão nem sempre produz uma 
função de X em R, porque precisamos excluir de seu domínio os elementos de X em que 
fə se anula. Portanto, domínio de fi/f> é o conjunto 


X \ {xe X | fo(x) = 0h. 
A importância das operações com funções torna-se mais clara nos cursos de cálculo, nos 
quais reinam as chamadas funções elementares, que são obtidas combinando a função iden- 


tidade e as funções constantes e trigonométricas, assim como exponenciais e logaritmos, 
usando as operações de adição, multiplicação, divisão e composição de funções. 


2. Coordenadas no plano 


Na seção 2/do capítulo [SJintroduzimos coordenadas em uma reta; nesta seção daremos 
um passo adiante introduzindo coordenadas no plano. 


Os sistemas de coordenadas tiveram origem na geografia, possivelmente introduzidos 
por Eratóstenes (275-195 a.C.), ao qual também devemos o crivo usado para encontrar 
números primos. Sobre seu mapa do mundo helenístico, Eratóstenes desenhou linhas hori- 
zontais e verticais imaginárias, precursoras de nossos paralelos e meridianos. Um avanço 
expressivo veio com Cláudio Ptolomeu (100-170 d.C.) que, em sua Geografia, aperfeiçoou 
uma maneira de projetar corretamente o globo terrestre sobre o plano e descreveu métodos 
para fixar a posição de um local da Terra, baseado em um sistema de latitudes e longitudes 
semelhante ao nosso. 


Em matemática os sistemas de coordenadas do plano foram introduzidos no século 
XVII, independentemente, por Pierre de Fermat e René Descartes. Embora o sistema de 
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FIGURA 2. Pierre de Fermat e René Descartes 


dois eixos perpendiculares que usamos hoje em dia seja chamado de cartesiano em home- 
nagem Descartes (Cartesius é a versão latina de Descartes), nem ele, nem Fermat, usaram 
o sistema de dois eixos que se tornou padrão. Ambos utilizavam um único eixo a partir 
do qual traçavam linhas, geralmente perpendiculares, até os pontos cuja posição queriam 
determinar. 


O primeiro matemático a utilizar sistematicamente dois eixos de coordenadas foi Isaac 
Newton, embora, frequentemente, escolhesse eixos que não eram perpendiculares. Em 
sua Enumeratio Linearum Tertii Ordinis, publicado em 1704, ele também usa sistemati- 
camente coordenadas negativas para esboçar os gráficos das 72 “espécies” diferentes de 
curvas definidas por equações de grau três que identifica em seu artigo. Dada a grande 
quantidade de casos a serem identificados, não é surpreendente descobrir que, nem mesmo 
Newton, escapou de cometer erros. Nos anos que se seguiram à publicação da Enumera- 
tio, James Stirling, François Nicole e Nicolaus I Bernoulli descobriram mais seis tipos de 
cúbicas que não haviam sido identificadas por Newton. 


Usando a terminologia introduzida nos capítulos anteriores, desejamos associar um 
par de números reais a cada ponto do plano, construindo, para isso, uma função bijetiva 
do plano no produto cartesiano R? = R x R. Para isso, começamos fixando duas retas 
perpendiculares (4 e £2 no plano, cujo ponto de interseção denotaremos por O. Pelo axioma 
2 da página[72]existem funções bijetivas 

ġı : 4 — R e oy: fg — R. 
Além disso, usando o teorema 2.2/0), podemos escolher estas funções de modo que 


(55) di(O) = da(O) = 0. 
Dado um ponto P e P, o teoremaf5.2| garante que existem retas rı e r2 que contêm o ponto 
P e são pependiculares a /, e /5, respectivamente. Se 


nr, = {Pi} e la NT = {Po} 
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podemos contruir uma função 


c:P—RxR 


pela regra 
c(P) = (91 (P), 3'(P)). 
Pela escolha que fizemos em (55), temos que c(Q) = (0,0). 


Seguindo a terminologia usual, diremos que as retas /, e /, são eixos coordenados. Os 
números reais 9,!(P) e $5!(P) são as coordenadas do ponto P. A primeira coordenada 
de um ponto do plano é sua abscissa, a segunda, sua ordenada. Por (55), os pontos de £: 
têm todos abscissas igual a zero, ao passo que os pontos de /, têm ordenadas iguais a zero. 
Em geral, a abscissa de um ponto será denotada pela letra x e sua ordenada por y, com 
índices ou apóstrofos para distinguir coordendas de pontos distintos. 


ly 


$9 (P) z 


PN P) fi 


FIGURA 3. O ponto P e suas coordenadas, no sistema cujos eixos são 4; e (5. 


Reciprocamente, dado um par de números reais (11,72), podemos usar construir pontos 


Qı =ġı(rı)€ 4 e Qe = Ga(T2) € b. 


Sejam sı e so as retas perpendiculares a /, e fj pelos pontos Qı e Qs, respectivamente. 
Precisamos mostrar que sı e s2 têm um ponto de interseção. Para isso argumentaremos 
por contradição. Suponhamos que sı e sz fossem retas paralelas. Como s> e /, são ambas 
perpendiculares a /,, podemos concluir pelo corolário [4.5] que lı e so são paralelas. Mas, 
pelo corolário[5.7] o paralelismo é uma relação transitiva. Portantp, como £; é paralela a s2 
e so é paralela a sı, então 44 e sı são paralelas, contradizendo o fato de que se intersectam 
no ponto Qı, e mostrando que sı e s2 não podem ser paralelas. Logo, pelo teorema [2.1] 
Sı € so se intersectam em um ponto Q. Temos, assim, uma regra que, ao par (71,72) faz 
corresponder o ponto Q. A bijetividade das funções q, e 4», juntamente com a unicidade 
das perpendiculares por Qı e Q2 e0 teorema|2. I] nos garantem que, sob esta construção, a 
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cada par em R? corresponde um único ponto do plano. Em outras palavras, a regra acima 
define uma função 


p:R? — P. 


O que ainda não é claro, a esta altura, é que as funções c e p são inversas uma da outra. 


TEOREMA 2.1. As funções c e p definidas acima são inversas uma da outra; de modo 
que co p= idg e poc = idp. 


DEMONSTRAÇÃO. Começaremos provando que 
(56) poc= idp, 
que equivale a mostrar que os pontos Q e P coincidem quando 
r,= 6, (Pi) e r2=¢3 (Pz). 
Para provar isto, observamos primeiramente que estas igualdades nos permitem escrever 
Qi =¢1(rı)= Pi e Qo = b2(r2) = Po. 
Logo, pelo corolário [3.4] temos que s1 = rı e so = r2. Finalmente, pelo teorema{2.1| 
{Q} = 8182 =71 Nnr = {P}; 


donde P = Q. O argumento usado para provar c o p = idp2, cuja demonstração é muito 
parecido com a usada para provar (56); por isso deixaremos os detalhes por sua conta. 
Como c e p são inversas uma da outra, temos pelo teorema [4.1] que ambas são funções 
bijetivas, de modo que os pontos do plano podem ser representados por pares de números 
reais. 


De agora em diante, identificaremos cada ponto do plano com seu par de coordenadas. 

Em outras palavras, escreveremos 
P=(ry,ro) 
em vez de 
P=p(ri,ro) ou c(P)=(ri,ro) 

Este é um caso típico de abuso de notação, que ocorre sempre que abreviamos algo usando 
uma notação que não é formalmente correta. Neste caso, o par (71,72) € R? não é igual ao 
ponto P e P; eles apenas se correspondem através de uma função bijetiva. 


Sabemos pelo axioma 3 que cada reta subdivide o plano em dois semiplanos. Como 
os dois eixos coordenados se cortam no ponto O = (0,0), eles dividem o plano em quatro 
partes, conhecidas como quadrantes. Seguindo a convenção usual, o eixo das abscissas 
será sempre desenhado ao longo da horizontal, com as coordenadas dos pontos crescendo 
da esquerda para a direita. Com isso o eixo das ordenadas será sempre vertical; além disso, 
suporemos que crescem de baixo cima. Sob estas convenções, a posição de cada quadrante 
e os sinais das coordenadas dos seus pontos são como indicados abaixo. 
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Quadrante | Sinal da abscissa Sinal da ordenada 
segundo primeiro no = = 
Primeiro positivo positivo 
Segundo negativo positivo 
Terceiro negativo negativo 
terceiro quarto = : 
Quarto positivo negativo 


TABELA 1. Os quadrantes e os sinais das coordenadas dos seus pontos 


Tendo introduzido coordenadas no plano, podemos definir o gráfico de uma função f 
de X c Rem R como o conjunto 


(57) Ty ={(2, f(x)) eR? |x X}. 


Note que, pela definição de função, há apenas um ponto em I’; para cada x € X. Se você 
está acostumado a pensar no gráfico de uma função como um desenho, talvez tenha ficado 
um pouco surpreso com a definição acima; mas, na verdade, o que chamamos usualmente 
de gráfico de f é apenas a figura formada pelos pontos do conjunto I’y. Por exemplo, o 
gráfico da função constante k que leva qualquer número real em 1 é 


Ty ={(2,1)|2 eR}, 


cujos pontos formam uma reta paralela ao eixo, como ilustrado na figura [4] Nas próximas 
duas seções usaremos nosso conhecimento de geometria para descrever completamente 
os conjuntos de pontos correspondentes aos gráficos das funções lineares e quadráticas. 
Antes, porém, é necessário chamar sua atenção de que nem sempre é possível fazer o 
esboço do gráfico de uma função. Por exemplo, o gráfico da função de Dirichlet é o 
conjunto 


Do = {(2,1) |x €Q} u {(x,0) |x é Q}. 


Entretanto, entre quaisquer dois números irracionais existe um número racional, e entre 
dois racionais, sempre existe um número irracional. Portanto, entre dois pontos de orde- 
nada 1, sempre há pontos de ordenada 0 e vice-versa. Nem adiantaria dar zoom no gráfico 
porque, se fizéssemos isto, continuaríamos tendo que enfrentar o mesmo problema. Em 
outras palavras, se insistíssemos em, mesmo assim, desenhar o gráfico, veríamos o que 
pareceria serem duas retas paralelas horizontais: uma com ordenada 0, a outra com or- 
denada 1. Porém sabemos que tal figura não pode representar o gráfico de uma função, 
porque teríamos duas ordenadas diferentes para cada abscissa, o que não é permitido pela 
definição de função. Note que o problema não é que o gráfico não exista, mas sim que não 
é possível fazer um esboço dele que seja matematicamente correto. 
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FIGURA 4. Representação geométrica do gráfico da função constante. 


3. Gráficos de funções lineares 


Sejam a + 0 e b números reais e seja \ : R — R a função linear definida pela regra 
(58) A(x) = ax +b. 


Como aprendemos no ensino fundamental, o gráfico de uma função linear é uma reta. 
Faremos isto em duas etapas, a primeira das quais consiste em determinar a equação da 


— 
reta que passa por dois pontos Po e P, do plano. Sejam PPs uma reta paralela ao eixo das 
€<— <— 
abscissas pelo ponto P e PP, e P,P, ambas perpendiculares ao mesmo eixo e, portanto, 
<—— 
a Pı P>, como ilustrado na figura|5 


FIGURA 5. Achando a equação da reta. 
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Como PP, e PP, são paralelas e P,P, é perpendicular a ambas, então, pelo teorema 
os triângulos P) P, P) e PyP3P, são semelhantes. Logo, 


(59) ee 
159 0f2 

Suponhamos que 

Po=(zoyo) Pi = (21,41) e P= (x3, ys). 
Como 

PP n P,P, = {P>} e PP, n PaP, = {P4}, 
a definição destas retas implica que 

P, = (£1,y0) e Ps = (z3, yo). 

Substituindo os comprimentos dos respectivos segmentos em (59), obtemos 


Yı Yo _ Y3- Yo 
XT — To T3 — To” 


que podemos reescrever na forma 


y—y 
(60) ys = —— (a3 — 20) + yo. 
Tı — To 
Escrevendo 
(61) a= e b= y- ro =H - azto, 
Tı- To Tı — To 


equivale a dizer que (3, y3) pertence ao gráfico da função linear A(x) = ax +b. Logo, 
€<— 
PP, G T). 


A demonstração ainda não acabou, porque precisamos ainda precisamos mostrar que quais- 

quer três pontos de I’) estão alinhados. Para isto, observe que 
Qı E (0, b) e Qe = (-b/a,0) 

são ambos pontos de I’, e seja R = (u,0). Se Qo = (u,v) e Ty, então v = au + b, que 

podemos reescrever na forma 
v b-0 

62 — = — ee 

6a u+bja ° 0- (b/a) 


Como 
QoR=v, Q50=b, QıO=b/a e QIR=u+b/a 
a equação é equivalente a 
QR _ Q:0 
QR QO 


(63) 
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Considere, agora, os triângulos 0,050 e QQ )R, ilustrados na figura|6| Note que tomamos 
o cuidado de não desenhar 1", como se fosse uma reta, porque é justamente isto que esta- 
mos tentando provar. 


É 
aa 
Lf 


FIGURA 6. Provando que AQ, Q20 ~ AQ, QoR. 


Como Q0 é paralela a Qo R e perpendicular a OR, então QoR também é perpendic- 
CS 
ular a QoR. Logo, 


(64) IQ1/RQo = LQ10Q2 = n/2. 


As equações e nos permitem concluir, pelo axioma 5, que os triângulos 0,050 
e Q100R são semelhantes. Pela definição de semelhança de triângulos, 


LQ2Q10 = LQoQ1R, 


. Ud are ~ . . . 
de modo que as semirretas 0,0» e Q Qo são iguais. Em particular, os pontos Q1, Q2 e Qo 
pertencem a uma mesma reta, como esperávamos mostrar. 


Os números a e b definidos em (61) são os coeficientes angular e linear da reta que 
representa o gráfico da função linear A(x) = ax + b que passa pelos pontos P, = (171,11) 
e P, = (11,y1). Por exemplo, quando P, = (1,2) e Pp = (2,-1), o coeficiente angular da 
reta por P e P, é 

2-(-1) a 

1-2 

de modo que se (x,y) é um ponto de RE: então y = -3x + b. Poderíamos calculado b 
usando a fórmula em (61), mas é fácil lembrar que, como P, = (1,2) é um ponto da reta, 
então 

2=-3-1+b; 
donde b = 5. Logo, a reta por (1,2) e (2,-1) é o gráfico da função linear A(x) = -3x + 5. 
Pelo axioma 1, basta determinarmos dois pontos deste gráfico para esboçá-lo completa- 
mente. Mas, \(0) = 5 e A(5/3) = 0, nos permite concluir que (0,5) e (5/3,0) pertencem a 
I’). Marcando estes pontos nos eixos e traçando a reta,obtemos o gráfico da figura[7] 
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FIGURA 7. Esboço do gráfico de A(x) = -3x + 5. 


Tendo identificado o gráfico da função linear A(x) = ax + b como sendo uma reta, 
parece natural nos perguntarmos qual a função linear u(x) = a'x +b’ cujo gráfico é a reta 
perpendicular a I’, pelo ponto P e Ia. Mais uma vez, teremos que apelar para o que 
aprendemos sobre a geometria dos triângulos. Na figura|8} os pontos 


Po = (Xo, Yo) e Qi = (21,41) 
pertencem à reta I’); ao passo que Q; está na interseção de I’) com a reta horizontal que 
contém Qı, de modo que Q; = (x3,Yy1). Como Q, pertence a esta última reta e também a 
——» 
PQ», que é paralela ao eixo das ordenadas, concluímos que Qə = (20, 1). 


FIGURA 8. Calculando a reta perpendicular a I’). 


Como o triângulo retângulo retângulo PoQQ3 tem um ângulo agudo em comum com 
os triângulos PyQ0:,0> e PoQ3Q2, ambos também retângulos, podemos concluir, pelo teo- 
rema [4.2] que estes três triângulos são semelhantes. Mas, APIQ1Q3 ~ A PQQ nos 


116 5. FUNCOES REAIS E GRAFICOS 


permite escrever 
PQ? _ QQ 
Q2Q3 Pol» 


Usando as coordenadas dos pontos, temos que 


PoQ2=Y1- Yo, Q2Q; = zo- 23, e QıQə= T1 - Xo. 
Substituindo estes valores em (65), 
— T1- T 
(66) Yı — Yo mo o 
To-%3 Yi — Yo 


(65) 


O lado direito desta equação é o inverso do coeficiente angular da reta 1, = PQ, e, 
portanto, é igual a 1/a. Já 

Wo Vo  ; 

>= 

T3 — LO 

. . . à Td . o’ 
é simétrico do coeficiente angular de T', = PoQ3. Logo, equivale à igualdade 
a = 1/a; 
donde i 
ulz)=-=r+b. 
a 


Como esta reta também passa por Po, sabemos que 


1 
yo = 10) = -520 + 
de modo que 
b' = Yo — to; 
a 
que nos dá uma descrição completa da reta perpendicular a I’). 


Voltando ao exemplo que apresentamos acima, a reta perpendicular ao gráfico de 
A(x) = -3x + 5 tem coeficiente angular 1/3. Portanto, se (x, y) pertence a £, então 


1 
==2+b 
y a 


para algum número real b’. Em particular, qualquer reta perpendicular a I’, tem coeficiente 
angular igual a 1/3. Para fixar o valor de b’ precisamos escolher um ponto pelo qual a 
reta passa. Apesar do argumento acima pressupor que o ponto pertence à reta, podemos 
usar qualquer ponto do plano para achar b’. Ao fazer isto estamos escolhendo uma reta 
que passa por aquele ponto. Por exemplo, supondo que a perpendicular passe por (6, -—7), 
devemos ter que 


1 
sai 
q Taa 


que nos da b’ = —9. Portanto, a reta perpendicular a y = -3x + 5 pelo ponto (6,-7) tem 
equação y = (1/3)a — 9. 
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4. Gráficos de funções quadráticas 


Nesta seção analisaremos em detalhe o gráfico I p da função quadrática q(x) = ax? + 
bx +c no caso em que a > 0. A análise do caso em que a < 0 é análoga e os detalhes ficarão 
por sua conta. A primeira coisa a notar é que I’; tem um eixo vertical. Em outras palavras, 
existe uma reta vertical x = xo relativamente à qual 


(67) q(xo - d) = q(xo + d) 

qualquer que seja o número real d. Assim, o gráfico do lado esquerdo de x = Xo é o reflexo 
do gráfico do lado direito da mesma reta. Para achar xo basta resolver a equação (67). 
Explicitando os dois lados desta equação, obtemos 


a(xo-d)2+b(xo-d)+c=a(xo+d) +b(zxo+d)+c. 
Cancelando c e bx, dos dois lados, resta 
a(xo-d)2-bd=a(xg+d) + bd. 
Expandindo, agora, o produto notável, 
ax, — 2axod + ad? — bd = axg + 2axod + ad? + bd 
e cancelando os termos comuns 
—2axod — bd = 2axod + bd. 


Como isto tem que valer para todo d € R, podemos concluir que 


—2axq9 — b = 2azxo + b; 


donde 

= 

“Pa 

Portanto, I’ é simétrico relativamente à reta vertical x = —b/2a. Por exemplo, o gráfico da 
função quadrática 


To 


qo(z) = 2º -x-2 
é simétrico relativamente à reta x = 1/2. 


Nosso próximo passo consistirá em calcular os pontos em que I’; corta o eixo x; isto é, 
queremos achar as raízes de ax? + bx + c = 0. Em vez de, simplesmente, aplicar a fórmula 
usual, vamos deduzi-la usando as propriedades básicas dos números reais estudadas na 
seção [3| do capitulo |4| A ideia é agrupar os termos de modo que seja possível resolver a 
equação apenas extraindo uma raiz quadrada. 


Começamos reescrevendo esta equação na forma 


(68) Peres 0 
a a 


Em seguida, utilizaremos o método de completar quadrados, cujo passo-a-passo é ilustrado 
na figura P] Nela o quadrado ABC D tem lado «x e o retângulo EFGH tem base igual a 
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FIGURA 9. Completando quadrados 
x e altura igual a a. Como as áreas destes dois quadriláteros são iguais a x? e bx/a, 
respectivamente, a área total dos dois é 
x? +br/a 


Em seguida dividimos E FG H em dois retângulos de altura a/2 e colamos um deles abaixo 
do quadrado e o outro do seu lado direito. Podemos indicar isto algebricamente escrevendo 


(69) x’ + ba/a E oe 
2a 


A figura obtida nesta etapa só não é um quadrado de lado x + b/2a, por falta do pequeno 
quadrado de lado b2/2a que aparece tracejado na figura. Portanto, 


b bY bY 
2 AM 2y fo 
T ta” (1+5) (>) . 


Substituindo isto em (68), obtemos 


(70) (e+ 2) -(2) +£co 


que equivale a 
Fals 
x = —-. 
2a 2a a 


Reescrevendo o lado direito sobre um mesmo denominador 


( ‘ bP tac 
x FFE 


Extraindo, agora, a raiz quadrada dos dois lados, 


r b A b2 — 4ac 
T+— = —__ 
2a V 4a ’ 
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donde 


b b2 — dac 
71 e a) l 
U . 2a * 4a? 


Simplificando, obtemos 


_—b+ vb? - 4ac 


(72) T= f 
2a 
que é a fórmula usual para a solução da equação quadrática. O número 
A =b? -4ac 


é o discriminante da equação e desempenhará um papel muito importante nesta seção. 
Como a, b,c € R, o mesmo vale para A. Por tricotomia há três casos a analisar. Se A < 0, a 
raiz quadrada não é um número real, de modo que ax? + bx + c = 0 não tem raízes reais. Se 
A = 0, a equação tem apenas —b/2a como raiz, ao passo que se A > 0, a equação tem duas 
raízes reais, uma para cada escolha de sinal na fórmula (72). Note que deixa claro 
que as duas raízes são simétricas relativamente a x = —b/2a, como seria de esperar do que 
vimos anteriormente. 


Um ponto bastante importante para o resto de nossa argumentação é aquele em que 
o gráfico T; corta o eixo de simetria x = —b/2a. Naturalmente a ordenada deste ponto é 


obtida calculando 
-b -b\? -b —b2 + dac A 
OEO Ree’ 
2a 2a 2a 4a 4a 
A reta vertical y = —A/4a desempenha um papel quase tão importante quanto x = —b/2a 
na descrição de I';, porque só há pontos deste gráfico acima y = -A /4a. Para entender o 


porquê disto, vamos determinar os valores de x para os quais q(x) = yo, em que yo € R. 
Fazemos isto resolvendo a equação 


q(x) = ax? + bx +c = yo 
ou, o que dá no mesmo, achando as raízes de 
q(x) - yo = ax? + bx +c - yo =0. 
Contudo, esta última equação só tem raízes reais quando seu discriminante 
(73) b? — 4a(c— yo) = b? — 4ac + 4ayo = A + 4ayo 


é positivo. Note que continuamos usando A para denotar o discriminante de z? +ax+b = 0. 
Vejamos o que acontece se escolhermos yo abaixo da reta y = —A/4a. Substituindo 


Yo ras 
4a 
em (73), verificamos que o discriminante da equação q(x) — yo = 0 satisfaz 


A +4ayy <A +4a(->) =); 
4a 
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confirmando nossa afirmação de que não existe nenhum valor de x para o qual q(x) = yo, 
quando yo < —A/4a. Em particular, o ponto mais baixo de I’; será 


re: 
2a’ 4a)’ 


pois este é o único ponto em que este gráfico toca a reta y = —A/4a e é conhecido como o 
vértice da parábola. Aplicando o que fizemos até aqui à função qgo(x) = xz? — x — 2, vemos 
que seu gráfico será simétrico ao eixo x = 1/2, com vértice no ponto 


(5-3) 
2º 4) 
Além disso, como as raízes de z? - x — 2 = 0 são -1 e 2, o gráfico cortará o eixo das 


abscissas nos pontos (—1,0) e (2,0). 


O que ainda não é, de forma alguma, claro é como I’; se comporta de cada lado do 
eixo. Em princípio ele poderia zigue-zaguear para cima e para baixo, desde que os mesmos 
zigue-zagues aparecessem refletidos de um lado e do do outro do eixo. Na verdade isto não 
acontece, porque, quando a > 0, a função q(x) = ax? + bx + c é decrescente à esquerda do 
eixo e crescente à sua direita. Podemos enunciar isto de maneira mais precisa afirmando 
que 

-b 

Ja < £1 < Lo => Y(21) < q(22). 
ao passo que, 

-b 

T1 < T2 < T Rá q(x1) > q(xs); 
A demonstração destes fatos depende da diferença 
(74) q(x2) - q(x£1) = (ax? + bra +c) — (ax? + bx, + c) = a(x} - x?) + b(x2 - x1). 
Lembrando que 

xe — £? = (£2 - £1) (T2 + £1) 


podemos reescrever (74) na forma 


(75) q(x2) - q(z1) = (a(x2 + 21) + b) (£2 - £1). 
Quando 
—b 
2a < Tı < To 
temos que 
-b —b 
£1 + T2 > 2: — = —, 
2a a 


de forma que 


P E Sis abel 
a 
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Logo, neste caso, os dois termos do produto no lado direito de são positivos. Assim, 
por fechamento, 
q(x2) - (a1) > 0 <= q(x2) > q(m1). 
Por outro lado, quando 
—b 

Tı < T2 < pP 

obtemos 
a(£2+z1ı)+b<0 e 22-2) >0; 

de modo que, desta vez, um dos termos do lado lado direito de é positivo e o outro é 
negativo. Assim, neste caso, 


q(xo) — q(x1) < 0 <= q(z2) < g(21), 
o que conclui nossa verificação de que a função decresce à esquerda de x = —b/2a e cresce 
à sua direita. 


Embora o que já vimos nos dê uma boa ideia de como deve ser o gráfico de uma 
parábola, ainda não é suficiente para garantir que I’, não seja formado, por exemplo, por 
uma sucessão de segmentos interligados entre si, como na figura [10] Para mostrar que esta 
figura não pode ser a representação correta de uma parábola precisamos investigar para 
suas tangentes. 


FIGURA 10. É este o gráfico de uma função quadrática? 


Quando estudamos círculos no ensino médio, a tangente é definida como uma reta que 
contém apenas um ponto do círculo. Esta definição não é adequada para a parábola, porque 
qualquer reta vertical satisfaz esta propriedade, mas não corresponde à nossa ideia intuitiva 
de tangente. Afinal, em latim, o verbo tangere significa tocar, mas as retas verticais cortam 
o gráfico, em vez de apenas tocá-lo. Por isso, diremos que um ponto da parábola tem 
uma tangente bem definida se há apenas uma reta que não é vertical e contém apenas este 
ponto. Como ilustrado na figura [T] isto não aplica quando a curva tem quinas. Portanto, 
para mostrar que o gráfico de uma função quadrática não pode ter quinas como o da figura 
[10|basta mostrar que tem tangente em todos os seus pontos. 
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FIGURA 11. Retas que tocam uma curva com quinas 


Para calcular a tangente ao gráfico I’; de g(x) = ax? + ba +c no ponto Po = (xo, q(xo)), 
construímos uma reta /,, de equação 


y = a(x - zo) + q(Xo), 
que passa pelo ponto M e escolhemos sua inclinação a de modo que o único ponto em 
comum com I’; seja fy. Note que não precisamos nos preocupar com as retas verticais, 
porque não podem ser representadas por uma equação como a de /,,. Como a equação que 
descreve o gráfico da parábola é y = q(x), a interseção I n'/, é obtida igualando os valores 
de y nas duas equações e determinando as raízes do polinômio 


a(x — xo) + q(x) = g(x) 
assim obtido. Substituindo a fórmula para q(x) na igualdade acima e cancelando o c dos 
dois lados da expressão, obtemos 


a(x — xo) + axe + bro = ax? + ba; 
que podemos reescrever na forma 
ax? + (b- a)x + azo- (ax? + bro) = 0. 


As raízes desta equação determinam as abscissas dos pontos de interseção desejados. 
Nossa análise anterior mostra que haverá apenas um ponto de interseção quando o dis- 
criminante 


(b-a)? - 4a(axo — (axé + bxo)) = (b-a)? + 4a(b — a) xq + 4a2xg 
for igual a zero. Contudo, 
(b-a)? + 4a(b- a)xo + 40722 = (b- a + 2079)? 
de modo que o discriminante só será nulo quando 
a = 29% +b. 


Logo, cada ponto de I’; tem apenas uma tangente, garantindo que o gráfico não pode ter 
quinas. O seguinte teorema resume tudo o que aprendemos sobre a função quadrática. 
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TEOREMA 4.1. Quando a > 0, o gráfico da função quadrática q(x) = ax? + bx + c: 


. é simétrico relativamente à reta x = —b/2a; 

. corta o eixo das abscissas nos pontos dados pela fórmula quando A > 0; 

. está todo acima da reta y = —A/4a; 

. decresce à esquerda de x = —b/2a e cresce à sua direita; 

tem uma única tangente no ponto (xo, q(x0)) cuja inclinação é igual a 2axq +b. 


WA WO 


Aplicando tudo o que fizemos à função quadrática go(x) = x? - x — 2, obtemos o gráfico 
ilustrado na figura[12] 


FIGURA 12. Gráfico da função quadrática q2(x£) = £? - q — 2. 


Por outro lado, a função quadrática 
q(x)=-472 +47 - 2. 


(5-1) 


Como o coeficiente do termo em x? é negativo, a parábola que representa o gráfico desta 
função terá concavidade para baixo. Logo, esta parábola não corta o eixo das abscissas. 
Para termos outros pontos para nos ajudar a fazer o esboço, podemos intersectar o gráfico 
com a reta y = —2. Para obter as abscissas dos pontos de interseção precisamos resolver a 
equação 


tem vértice no ponto 


dp + 4g - 2 = -2, 
cujas soluções são 0 e 1. O gráfico desta função é ilustrado na figura [13} 
É importante alertá-lo de que as propriedades acima não caracterizam completamente 


o gráfico de uma função quadrática; por exemplo, o gráfico da função g(x) = x4 satisfaz 
as mesmas propriedades mas não produz uma parábola. Como você pode constatar na 
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FIGURA 13. Gráfico da função ga(x) = 412 + 4x - 2. 


figura [14 quando o polinômio tem grau 4 o gráfico é mais achatado que uma parábola no 
intervalo [0,1] e sobe de maneiras mais íngreme que esta última fora do mesmo intervalo. 


FIGURA 14. Gráfico de g(x) = zł 


5. Inversas de funções reais 


Neste seção veremos como usar métodos puramente geométricos para obter o gráfico 
da inversa de uma função inversível e também como restringir o gráfico de uma função real 
de modo que se torne inversível. Começaremos, porém, investigando como determinar se 
uma função é injetiva ou sobrejetiva considerando apenas seu gráfico. 


Seja f : X — Ruma função cujo domínio é um subconjunto dos números reais. Como 
consequência das condições que definem uma função (veja pagina|3), qualquer reta vertical 
que intersecte o eixo das abscissas em um ponto de X corta o gráfico de f em, exatamente, 
um ponto. Escolhando, agora, um número real s e traçando uma reta horizontal £ que corte 
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o eixo das ordenadas no ponto (0, s) temos três possibilidades. Se £ cortar o gráfico de f 
em (s,r), então 

(r,s) £T; = f(r)=s 
e vice-versa. Logo, 


a função f será injetiva se, e somente se, toda reta horizontal corta seu 
gráfico em algum ponto. 


Por outro lado, f não pode ser injetiva se r + r’ são elementos de X tais que 
(r,s), (1,5) elnT; > f(r) =s= f(r’), 
e vice-versa. Assim, 


f é injetora se, e somente se, nenhuma reta horizontal intersecta o gráfico 
de f em mais de um ponto. 


Combinado estas duas equivalências, podemos concluir que 


f é bijetora se, e somente se, toda reta horizontal intersecta o gráfico de 
f em exatamente um ponto. 


Quando o gráfico de uma função inversível é conhecido, é possível determinar o gráfico 
de sua inversa de maneira geométrica, mesmo que a fórmula da inversa seja muito difícil 
de calcular. O ponto chave da construção é o fato de que se X c Re f: X > Ré uma 
função, então 


(xo; F(xo)) € I's — (f(xo), £o) € Pp. 
Supondo que f(x) # xo, a reta que passa por (xo, f(x0)) e (f (xo), £o) tem coeficiente 
angular igual a 
Hao)-to __ | 
Lo — f(®o) l 


de modo que sua equação é 
y — f (zo) = -(2 - zo). 


Logo, trata-se de uma reta perpendicular a y = x e que intersecta esta última reta no ponto 


(= + f(xo) Lo + Meo) 
2 i 2 
que fica exatamente no meio do segmento que une (xo, f(xo)) a (f(x£o), £o). Portanto, 
(xo, f(x0)) e (f (z0), Zo) são simétricos relativamente à reta y = x. Em outras palavras, 
para obter I’;-1 a partir de I’; basta espelhar este último gráfico relativamente à reta y = x. 
Por exemplo, a função ps : [0,+00) > [0,+00) definida pela regra p3(x) = x? tem como 
gráfico a parábola ilustrada à esquerda da figura [15] Espelhando este gráfico relativamente 
à reta y = x, que também foi desenhada na figura, obtemos o gráfico da função p;! : 
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[0, +00) > [0, +00) definida por p;! (x) = \/x sem a necessidade de calcular explicitamente 
nenhum de seus pontos, como ilustrado à direita da figura[15] 


FIGURA 15. Gráficos de p; e p3'. 


Um exemplo mais divertido de uma função e sua inversa é ilustrado na figura [16] A 
curva verde corresponde ao gráfico de pa(x) = x2, ao passo que a curva vermelha é o 
gráfico da inversa p;!(x) = Y/x, que foi obtido refletindo a curva verde em torno da reta 


yon, 


FIGURA 16. Gráficos das funções pq e pj}. 


Para encerrar vejamos como restringir algumas funções reais simples de modo a obter 
uma função bijetiva e, portanto, inversível. Começaremos por analisar a função quadrática. 
Digamos que q(x) = z? - 4x + 3 e vamos aplicar a esta função a mesma estratégia utilizada 
na seção f4]do capitulo[2| Assim, escrevemos 


q(x) =27-4r+3=y 


5. INVERSAS DE FUNÇÕES REAIS 127 


e resolvemos a equação quadrática 
x’ -42+(3-9)=0, 


para descobrir de que forma x depende de y. Ao fazer isto, obtemos duas soluções pos- 


síveis, 
g=2+/ytlou c=2-Vytl, 


de modo que a função não é injetiva. Além disso, ela claramente não é sobrejetiva, porque 
x não está definida quando y < —1. Portanto, precisamos restringir o contradominio ao in- 
tervalo [-1, +00). Por outro lado, restringindo q aos intervalos (—- 00,2] e [2, +00) obtemos 
as funções 


(76) q-:(-00,2]>[1,+00) e q,:[2,+00) > [1,+00) 
ambas definidas pela mesma regra que q(x); isto é, 
q(x)=12-42+3 e qulx)=72-41+3. 
Como 2 é a abscissa do vértice da parábola que representa o gráfico de q, tanto g_, quanto 
q. são injetivas. De fato, 
q- (x1) = q-(2) 
equivale a 
r? — 4x = r? — 4x; 

donde 

0 = (at - £3) - 4( z1 - £2) = (£1 — £2)(£1 + £2 — 4). 
Mas, se xı + x2, então xı — x2 + 0 e podemos concluir, da equação acima, que 

To = 4- Tijs 
Logo, se xı € (-00,2], então 
£2 =4- xı >4-2=2, 
de forma que 
zı €(-00,2] => 1, € [2, +00). 


Tendo restringido domínio e contradominio, obtemos duas funções bijetivas, cujas inversas 
são, respectivamente, as funções 


q": [-1,+00) > (-00,1/2] e q;!: [-1,+00) > [1/2, +00) 
definidas pelas regras 


q(x) =2-Vy+1 e qi(a)=2+Vy+1. 


No capítulo [6] veremos que restrições ainda mais drásticas são necessárias para podermos 
determinar as inversas das funções trigonométricas. 
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Uma função cuja inversa requer ainda mais cuidado é r : R \ {2,3} ==> R, definida 
pela regra 
1 
NURA xr? -5r+6 


Como a função q analisada acima, esta também não é injetiva. De fato, 


aea ae a 
2 “22-14 A ? 


porque a parábola y = x? — 5x + 6 tem vértice em 


E 


e, por isso, é simétrica em relação à reta vertical x = 5/2. Para contornar este problema, 
precisamos restringir r aos intervalos (—00,5/2] e [5/2, +00). No caso desta função, há 
uma complicação adicional, porque a função não está definida nos pontos 2 e 3. Para 
evitar estes dois valores, somos obrigados a subdividir cada um dos intervalos (-00,5/2] e 
[5/2, +00) em dois. Teremos, com isso, as duas funções inversíveis, 


r-:(-00,2)U0(2,5/2)>R e r,: (5/2,3) u (3, +00) > 


A 


definidas como restrições de 1, de modo que 


1 : 
Fla) = r(x) = ane quando JE {-,+}. 


Como veremos adiante, a subdivisão dos domínios destas funções levam a uma subdivisão 
de suas imagens. Antes, porém, precisamos calcular as fórmulas para as inversas de r_ 
e r}. Suponhamos que y esteja no domínio de uma destas funções. Por definição, isto 
significa que existe um número real x, no domínio da mesma função, tal que 


1 


REA 


Mas isto equivale a 
1 
z? -50+(6--)=0. 
y 


Resolvendo esta equação quadrática, encontramos 


1 4 
(o =] 


Contudo, para que esta fórmula esteja bem definida é necessário que 
4+y 
y 


>0, 
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o que pode ocorrer quando y e 4+ y são ambos positivos ou ambos negativos. No primeiro 
caso temos que y € (0, +00) e no segundo que y € (-00, 4]. O primeiro destes intervalos 
só contém números positivos e o segundo só contém números negativos. Como 


positivo quando x<2 ou x>3 
2 -57+6 é 
negativo quando 2<2 <3, 


podemos concluir que 


e 7. é positiva em (-00,2) e negativa em (2,5/2); 


e r, é negativa em (5/2,3) e positiva em (3, +00). 


Para concluir o exemplo, resta-nos explicitar as inversas. Como 


Es [AAW ve, eae 
y y 
podemos afirmar que 


qo: (0,+00)U (-00,-4] = (-00,2)U (2,5/2) 


eta) VE) 


r;!:(0,+00)U (-00,-4] ==> (5/2,3) u (3, +00) 


deve ser definida por 
1 4 
ney }[ary a), 
2 y 


concluindo nossa análise das restrições necessárias para que seja possível inverter r. 


deve ser definida pela regra 


ao passo que 


Exercícios 


1. Determine o maior subconjunto de R para o qual cada uma das regras abaixo define 
uma função: 
fila) =2/(22+1), e fala) = Ve/(a? -2). 
Você deve expressar cada um destes dominios como um intervalo ou união de interva- 
los. 
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2. Calcule as imagens das funções fı e f definidas abaixo e determine quais destas 
funções são sobrejetoras: 
fi:(-00,0] +R SOG 
x — 1/(x° +1) x — (x° -4)/x 


3. Determine quais das funções da questão 2 são injetivas e determine a inversa daquelas 
que forem bijetivas. 


4. Esboce os gráficos das funções abaixo. 
(a) filz) =3zx- 7; 
(b) falx) =x? - 4; 
(c) f(x) =2x? + 2x — 12; 
(d) fa(x) = -3a? + 129 + 15; 
(e) fs(x) = |2x - 1]; 


2x-1 se x<0 
®© felz) = Es ee, 

-2x se 2x<0 
(8) Ja) = fe se x20 

-] se x<-l1 
W fez) = E se xl 


5. Determine o domínio e a imagem de cada uma das funções abaixo: 


(a) fi(z) = 22 +3; (d) fa(x) = 2/2; 
(b) f(z) = 27-4; (e) fs(x) = 2/2]; 
(c) fa(x) = 2? — 3a - 8; (D fe(x) = 1/x. 


6. Calcule a foge go f para cada par de funções de R em R descritas abaixo: 


(a) f(x) =2xe g(x) = Tx; (c) f(x) =2xe g(x) = 77; 
(b) f(x) = 2x e g(x) = 92? +1; (d) f(x) = |z| e g(x) = -7x 


7. Escreva cada uma das funções abaixo na forma f o g, em que f e g são duas funções 
de Rem R. Por exemplo, a função h(x) = Vx — 2; pode ser escrita na forma desejada 
tomando-se f(x) = vx e g(x)=x-2. 


(a) ha(x) = Vr? + (c) ha(x) Say lal; 
(b) ho(x) = Ve (d) ha(x) =v 13 - 7x? - 9; 


10. 


11. 
12. 
13. 


14. 


15. 
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. Dizemos que uma função f : R — R é 


par :sef(-x) = f(x), para todo z € R; 
ímpar: se f(-x) = -/f(x), para todo z € R. 
Por exemplo, função hı (x) = x é ímpar, ao passo que h(x) = x? é par. Prove que: 
(a) a composta de duas funções ímpares é uma função ímpar; 
(b) a composta de duas funções pares é uma função par; 
(c) a composta de uma função par com uma função ímpar, em qualquer ordem, é uma 
função par. 


. Mostre que se c e p forem as funções definidas na seção [2] então co p = idg. 


Ache as equações das retas que passam pelos pontos: 
(a) (1,2) e (3,-2); 

(b) (-3, 0) e (-1, 1); 

(c) (-1,2) e (-3,-1); 

(d) (-3,0) e (-1,0). 


Ache as retas perpendiculares às retas do exercício anterior. 
Prove que as retas y = ax + b e y = a'x + b' são paralelas se, e somente se, a = a’. 


Determine o eixo e o vértice do gráfico da função quadrática q(x) = ax? + bz + c, 
quando a,b,ce Rea<0. 


Ache o eixo, o vértice, as raízes e esboce os gráficos das seguintes funções quadraticas: 
(a) q(x) = 2? - 4a + 3; 

b) q(x) = 2x? - x - 3; 

(c) q3(x) = -x2 +7 +2; 

(d) q(x) = 2? +242. 


Calcule uma inversa para cada uma das funções abaixo, restringindo seu dominio e 
imagem, quando necessário: 


(a) fila) =-7?; (d) fala) = Lim 
(b) f2(x) =z? -5x + 6; (e) fs(x) = (x-1)/(x- 2); 
(c) f(x) = |z]; (f) fe(x) = (x-2)/(7-1). 


CAPITULO 6 


Trigonometria 


Ao contrário da geometria, que já na Grécia Antiga se caracterizava por um tratamento 
extremamente abstrato e teórico, a trigonometria surgiu na Grécia basicamente como ad- 
junto à astronomia. Contudo, em vez do nosso seno e cosseno, os gregos utilizavam cor- 
das do círculo. O seno e o cosseno que utilizamos hoje em dia foram introduzidos pelos 
matemáticos indianos antes de 543 a.C. Neste capítulo apresentamos as principais funções 
trigonométricas de maneira rigorosa, mas usando apenas o que aprendemos sobre geome- 
tria no capítulo [4] 


1. Seno e cosseno 


Se a for um dos ângulos internos de um triângulo retângulo, diferente do ângulo reto, 
podemos facilmente definir seu seno e cosseno. Denotando os vértices do triângulo por O, 
Ae B, de modo que a seja o ângulo do vértice O, como ilustrado na figura[] definimos 


AB OA 
(77) sen(a) = OB * cos(a) = OB 
B 
a 
O Be 


FIGURA 1. Triângulo retângulo com ângulo a 
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Como, 
sen?(a) + cos*(a@) = (55) + (24) _ ABT + 0A" 
~\OB OB) = OB ” 
temos, pelo teorema de Pitágoras, que 
(78) sen?(a) + cos? (a) = 1. 


Em particular, se construírmos o triângulo retângulo de modo que sua hipotenusa tenha 
comprimento igual a 1, o vértice B cai sobre o círculo de raio 1. Isto nos permite redesenhar 
a figura[l|na forma abaixo. A propósito: neste contexto frequentemente nos referimos ao 
círculo de raio 1 como o círculo trigonométrico. 


Ed 


FIGURA 2. Triângulo retângulo inscrito no círculo 


Sob a hipótese de que a hipotenusa OB é igual a 1, as fórmulas em (77) resumem-se a 
(79) sen(a) = AB e cos(a) = OA. 


Como observado na introdução deste capítulo, o seno e o cosseno foram introduzidos pelos 
matemáticos indianos; os matemáticos gregos utilizavam a corda BC. Podemos calculá-la, 
facilmente, usando o seno, o cosseno e o teorema de Pitágoras, pois BC é a hipotenusa do 
triângulo retângulo ABC cujos catetos são sen(a) e 1 — cos(a). Assim, 


BC? = sen?(a) + (1 - cos(a))?, 
de modo que, por (78), 
BC? = 2 - 2cos(a). 


Uma das vantagens do seno e cosseno sobre as cordas, é que os dois primeiros são mais 
fáceis de aproximar. 
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Antes de podermos definir o seno e o cosseno como funções cujo domínio é todo o 
conjunto dos números reais, precisamos estender a maneira como estamos medindo ângu- 
los a semirretas de todo o plano. Dados, uma reta / e um ponto O € £, o axioma [4] garante 
que existem funções 


81 : S6 => [0,7] e 0.:So = [0,7] 


em que Sá é o conjunto das semirretas contidas em (* que têm origem em O e So é definido 
de maneira análoga. Pelo teorema|3.2(c), podemos supor que 


6,(A) = 0 = 05(B). 
Se P el for tal que (OP) = 0, definimos 

To : P — [0,2pi] 
para todo Q € P ~ (O), por 


6,(OQ) se Qe ft 


TOG) = 6,(0Q)+m se Qel. 


Embora esta função meça ângulos ao logo de uma volta completa da circunferência, os 
ângulos assim medidos ainda não correspondem às medidas em radianos que aprendemos 
na escola. Para que isto fosse verdade precisaríamos garantir que dois ângulos são iguais 
se limitam arcos iguais da circunferência de raio 1. O problema é que isto requer que 
tenhamos uma maneira de medir o comprimento de arcos, que está além das possibilidades 
de um livro elementar como este. Contudo, embora esta hipótese não seja necessária em 
boa parte do uso que faremos dos ângulos neste capítulo, vamos sempre adotá-la em todas 
as figuras que desenharmos. Portanto, nas figuras, os ângulos serão sempre representados 
em radianos. 


Naturalmente os ângulos em radianos são medidos entre 0 e 27 porque este último 
número representa o comprimento de uma circunferência de raio 1. Como não provamos 
este fato, a medida em radianos fica um pouco arbitrária. A bem da verdade, isto não é um 
problema, porque na matemática dos povos da Mesopotâmia a circunferência toda valia 
360 e, durante a Revolução Francesa, foi introduzida uma medição decimal de ângulos 
com o ângulo reto valendo 100. No primeiro caso temos a medição em graus, que você 
conhece, no segundo em grados, que é uma unidade oficial na União Européia e na Suíça. 


Como, para cada triângulo retângulo de hipotenusa igual a um, existe apenas um cateto 
oposto ao ângulo a = COB, as fórmulas em defininem o seno e o cosseno como 
funções de a. Contudo, como os ângulos opostos a um cateto de um triângulo retângulo 
têm que ter soma igual a 7/2, as fórmulas em só nos permitem calcular o seno e 
o cosseno de a quando 0 < a < 7/2. Contornaremos este problema generalizando as 
definições do seno e do cosseno, para que possamos tratá-los como funções cujo domínio 
é todo o conjunto R. 
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Como primeiro passo na direção desta generalização, posicionaremos o centro do cír- 
culo de raio 1 na origem, como na figura [3] Com isto, o cosseno OA e o seno AB do 
ângulo a correspondem à abscissa e ordenada do vértice B do triângulo OAB. Podemos, 
então, redefinir, o seno e o cosseno de a = COB como sendo a ordenada e a abscissa do 
ponto B. Em outras palavras, se B = (b1, b2), então 


sen(a) =b e cos(a) = bi. 
Como a = 0 se, e somente se, B = (1,0), segue-se desta nova definição que 
sen(0)=0 e cos(0) =1. 
Analogamente, a = 7/2 quando B = (0,1), de modo que 
sen(7/2)=1 e cos(7/2) =0. 


Se continuarmos a aumentar o ângulo a, o ponto B vai sendo movido de quadrante em 
quadrante, e o sinal do seno e do cosseno vão sendo modificados como na tabela [I] da 
pagina|! 11] Por exemplo, se 77/2 < a < 7, como na figura f4} o seno BC continuará sendo 
positivo, ao passo que o cosseno OC será negativo. 


ps 
A 
/ 
pa 


FIGURA 3. 0O<a<7/2 FIGURA 4. T/2<a<7 


Com isso podemos determinar o seno e o cosseno dos ângulos que são múltiplos de 
7/2. Por exemplo, quando o ângulo a é igual a 7, o ponto correspondente ao vértice B 
tem coordenadas (-1,0), de modo que 


sen(m)=0 e cos(m) =-1. 


Por outro lado, quando a = 37/2, temos que B = (0,-1), o que nos dá 


3 3 
sen(—) =-1 e cos ($) =0. 


Tomando a = 27, teremos dado uma volta completa na circunferéncia, de modo que o 
seno e o cosseno de 27 serão os mesmos do ângulo zero. De maneira mais geral, qualquer 
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que seja o ângulo a com que começamos, ao completarmos uma volta na circunferência a 
partir de a, estaremos de volta ao mesmo ponto do círculo. Assim, 


sen(a + 27) = sen(a) e cos(a +27) = cos(a). 


Outra relação muito útil é aquela entre os senos e cossenos de ângulos que diferem por 7 /2 
radianos. Suponhamos que, como na figura|5] B =a+7/2. Como 


B+LDOC = 7, 
temos que 
(80) a+ DOC = 


Mas os ângulos em x<OAB e xODC são iguais a 7/2 e a soma dos ângulos em um 
triângulo é igual a 7, de modo que, por (80), 


LOBA=4LDOC e LAOB = xOCD. 


Combinando isto com 
OC = OB, 


pois ambos são raios do mesmo círculo, temos pelo caso ALA que os triângulos OBA e 
ODC são congruentes. Logo, 


OD=AB e DC=OA, 


já que os vértices O, A e B de um dos triângulos correspondem, respectivamente, a C, D 
e O do outro. Portanto, 


sen(a) = AB = -OD=-cos(5) e cos(a) = OA = CD = sen({). 


Em outras palavras, 


(81) sen (a + z) = cos(a) e cos E + z) = -sen(a). 


Mais interessante é o cálculo do seno e do cosseno do ângulo de 7/4 radianos, corre- 
spondente a um oitavo de circunferência. Quando a = 7/4, o vértice B cai, exatamente, a 
meio caminho entre zero e 7/2, como mostra a figura|6] Assim, 


4 BAC = XCAD = z 


Mas, 
LADO = xABC 


são ambos ângulos retos, o que nos permite concluir, pelo teorema [4.4] que 


LACB = LACD. 
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FIGURA 6. Seno e 
cosseno de 7/4 


FIGURA 5. 8-a=7/2 


Logo, os triângulos ABC e ADC são congruentes pelo caso ALA, porque AC é um lado 
comum a ambos. Em particular, 


cos (=) =AB=AD= sen (5). 


Levando isto em conta, obtemos por (78) que 


2 cos? (=) =1. 


Como 7/4 < 7/2, 0 cosseno e o seno serão positivos, donde 


sen (5) = cos (=) = £ 


Dos ângulos mais conhecidos, falta-nos, apenas, calcular o seno e o cosseno de 7/3 e 7/6. 
Faremos isto na próxima seção, como aplicação das fórmulas do seno e do cosseno da 
soma de dois ângulos. Antes, porém, usaremos os valores que já temos para esboçar os 
gráficos do seno e do cosseno, como ilustram as figuras[7]e 8] 


Estas duas figuras partem do princípio de que o domínio de ambas as funções corres- 
ponde aos valores que a toma quando damos uma única volta no círculo trigonométrico. 
Contudo, nada nos impede de dar mais de uma volta neste círculo, tanto no sentido anti- 
horário, quanto no sentido horário. Ao fazer isto, suporemos que, a cada volta, o ângulo 
aumenta de 27. Por outro lado, dois ângulos que diferem de 27 determinam exatamente o 
mesmo ponto no círculo trigonométrico, de modo que têm exatamente os mesmos valores 
do seno e do cosseno. Assim, admitindo que o ângulo tome qualquer valor real, os gráficos 
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FIGURA 8. O cosseno de 
FIGURA 7. O seno de 0 a 27. 0a2r. 


destas funções são obtidos copiando e colando os gráficos das figuras[7|e|8|nos intervalos, 
“.,[-47,-27],[-27,0], [0,27], [27, 47], ..., 


como ilustrado para o caso do seno na figura [9| Quando os valores de uma função se 
repetem a intervalos fixos de comprimento p, dizemos que a função é periódica de período 
p. Portanto, o seno e o cosseno são ambos funções periódicas de período 27. Não é coin- 
cidência que estas funções tenham sido introduzidas originalmente por matemáticos inte- 
ressados em astronomia que, na antiguidade, era o domínio por excelência dos fenômenos 
periódicos. 


FIGURA 9. O seno como função periódica 
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2. Seno e cosseno de soma de ângulos 


Nesta seção provaremos as fórmulas para o seno e o cosseno da soma de dois ângulos. 
Todo o nosso argumento será baseado na figura [10] na qual o ângulo <OC'Q é reto. Note 
que 

LOEA=ICED, 
porque são opostos pelo vértice. Como os triângulos OBC e CEQ são ambos retângulos, 
segue-se que 
CQD = XBOC =a. 
Isto nos permite calcular o seno e o cosseno de a a partir dos triângulos OBC, QDC e 
QCE. Faremos uso disto no cálculo de ambas as fórmulas para soma de ângulos. 


FIGURA 10. Seno e cosseno de uma soma de ângulos. 


Começaremos calculando 
(82) sen(a + 5)=QA=QD+ DA. 
Do triângulo retângulo QDC, 


cos(a) = cos(a”) = do isto é, QD = QC cos(a). 
Por outro lado, do triângulo retângulo OQC, 
ano) E, 
donde 
(83) QC = sen(B), 


pois OQ = 1 é o raio do círculo. Logo, 


(84) QD = cos(a) sen( 8). 
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Para calcular DA, note, primeiramente, que DA = CB, de modo que 


sen(a) = a istoé, BC =OCsen(a). 

Porém, pelo triângulo OQC, 
OC 

(85) cos(5) = 00 UC: 
Assim, 
(86) BC = cos(5) sen(a). 
Combinando com e (86), obtemos 
(87) sen(a + 5) = cos(a) sen( f) + cos(3) sen(a), 


que é a primeira das duas fórmulas que almejamos obter. Um caso particular muito útil é 
obtido fazendo 5 = a em (87), que nos dá, 


(88) sen(2a) = 2sen(a) cos(a). 

O argumento usado para determinar a fórmula do cosseno da soma de dois ângulos é 
muito semelhante ao anterior. Como a hipotenusa OQ do triângulo OQ A é igual a 1, 
(89) cos(a + 8) =OA=OB- AB. 


Mas, calculando o cosseno de a relativamente ao triângulo OC B, 


OB 
90 =—, 
(90) cos(a) = 55 
Calculando, agora, o seno de a relativamente ao triângulo DC Q, 


isto é, OB=cos(a)OC. 


D 
(91) sen(a) = Je 
Lembrando que AB = DC, basta combinar as equações (89), e (91) para obter 
cos(a + 8) = cos(a)OC — sen(a)QC. 


Portanto, por e (85), 


donde, DC = sen(a)QC. 


(92) cos(a + 8) = cos(a) cos( 8) — sen(a) sen(5). 
Substituindo 6 = a em (92), 
(93) cos(2a@) = cos?(a) — sen? (a) = 2cos*(a) — 1, 


que é a fórmula para o cosseno do dobro de um ângulo. 


As fórmulas que obtivemos nesta seção nos permitem determinar o seno e o cosseno 
de 7/3 e de 27/3. Para isto substituímos a = 27/3 e 5 = 7/3 em (87), obtendo 


(+ Renen cols) (5) 
n{—+—]= sen{ —]cos{ — | +cos| — = 
se 373 se 3 os 3 3 3 
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2 
sen (= + z) = sen(7) = 0; 


ca (E)oe (8) --co(5) (2) 


Usando, agora, e (93), 


co (2) (poe (8)-1)--co(8) acne) 


Como 7/3 não é múltiplo de 7, seu seno é não nulo. Cancelando-o na equação anterior, 


4 (5) =1. 

cos 3 
cos{|{—]=<+-. 
3) 72 


Porém, como 7/3 está no primeiro quadrante, seu cosseno é positivo; donde 


donde 


que equivale a 


Extraindo a raiz quadrada, 


Combinando isto com 


sen? (=) + cos” (=) =1, 
3 3 


e levando em conta que o seno de 7/3 também é positivo, 


sen (5) = E 


Por outro lado, pela fórmula do cosseno do dobro de um ângulo, 


2 
cos (5) = cos (=) = 2 cos” (=) -1; 
1 
5 = 2cos? (=) -1. 


cos? (=) = 3 
6) 4 


Como 7/6 também está no primeiro quadrante, seu cosseno é positivo. Logo, 


cos (5) = ve 


donde 


Assim 
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a a 2 =) 
sen | —]+cos"{—]=1 
( 6 ) ( 6 
e 7/6 está no primeiro quadrante, 


(=) 1 () 1 3 1 
sen | — =1/ — cos| — =1/ —— =, 
6 6 4 2 


Na tabela [I] listamos os valores dos senos e cossenos dos ângulos do primeiro quadrante 
que calculamos até aqui. 


Como 


Ângulo | O 7/6 m/4 1/3 
Seno O 1/2 V2/2 v3/2 
Cosseno |1 3/2 V2/2 1/2 


TABELA 1. Senos e cossenos de ângulos do primeiro quadrante 


Encerraremos esboçando o gráfico das funções inversas do seno e do cosseno. Lembre- 
se que, para que uma função tenha inversa é necessário que seja injetora e sobrejetora. 
Como o seno e o cosseno têm como imagem o intervalo [-1,1], este será também o 
domínio de suas inversas. Contudo, nem o seno, nem o cosseno são injetivas no inter- 
valo [0,27]. Contornamos isto limitando seus domínios, como fizemos para a função 
quadrática na seção [4] do capítulo |5| Para o domínio do seno, escolheremos o intervalo 
[-7/2,7/2] por duas razões: o seno é uma função injetora neste intervalo e seu gráfico é 
simétrico em relação aos eixos. Com isso, podemos construir 


sen: [-1,1] — [-7/2,7/2], 


que é conhecida como arco-seno, e usualmente denotada por arcsen. Voltando à escolha de 
domínio para o seno, optamos por um intervalo em que a curva é simétrica relativamente 
aos eixos porque isto facilita a construção do gráfico de sua inversa a partir da reta y = x 
como explicado na seção [5|do capítulo [5| Na figura[Í Iltemos, à direita o gráfico do arco- 
seno, sobreposto aos gráficos tracejados do seno, restrito ao intervalo [0,7], e da reta 
y = x. Como os esboços das duas curvas se sobrepõe, o gráfico do seno foi desenhado 
separadamente à esquerda para facilitar a comparação. 


Como cos(-a) = cos(a), para todo número real a, o cosseno não é uma função injetora 
em nenhum intervalo da forma [-a, a]. Por isso, restringiremos o domínio do cosseno ao 
intervalo [0,7] para poder invertê-lo. Com isso, a função inversa cosseno, chamada de 
arco-cosseno, é dada por 


arccos = cos !: [-1, 1] — [0,7]. 


Na figura [12]a curva cheia representa o gráfico do arco-cosseno, ao passo que os gráficos 
do cosseno, restrito ao intervalo [0,7], e da reta y = x foram desenhados tracejados. 
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1o] 


FIGURA 11. Gráficos do seno em [-7/2, 7/2] e do arco-seno. 


FIGURA 12. Gráficos do cosseno em [0,7] e do arco-cosseno. 


3. Tangente 


Tendo investigado o seno e o cosseno, passamos a analisar a tangente de um ângulo a 


que é definida por 
tan(a) = oe): 
cos(a) 


Note que este quociente não está definido quando 
T 
ae (hr [ke Zh, 


porque o cosseno se anula nos ângulos deste conjunto. Portanto, a tangente é uma função 
cujo domínio é o intervalo (—7 /2, 7/2). Usando os valores dos senos e cossenos calculados 
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FIGURA 13. Interpretação geométrica da tangente 


nas seções anteriores é facil verificar que 


tan(0) = 0, tan (=) = = tan (=) = e tan (=) = v3. 


Como no caso do seno e do cosseno, a tangente pode ser identificada com um dos 
lados de um triângulo associado ao círculo trigonométrico. Para isto precisamos analisar 
os triângulos retângulos OBA e OCD da figura [I3] que foi construída de modo que as 
retas DC e OC sejam perpendiculares em C. Como AB também é perpendicular a OA 
e como o ângulo AOB é comum aos triângulos OBA e OCD, podemos concluir, pelo 
teorema[4.2] que estes triângulos são semelhantes. Logo, 


CD AB sen(a) 
1 OA cos(a)’ 


donde, 
CD=tan(a). 


Isto também explica porque a tangente tem este nome, já que a reta DC é tangente à 
circunferência em C. Para entender porque esta última afirmação é válida, considere um 
ponto qualquer da reta DC, que seja diferente de C. Digamos que este ponto seja D. Por 


Pitágoras, 
OD=V1+ DC". 


Como estamos supondo que D + C, temos que DC > 0, de modo que, pela fórmula 
anterior, OD > 1. Como o círculo é formado por todos os pontos que estão à distancia 1 
da origem, podemos afirmar que D não está sobre o círculo. Portanto, CD só intersecta o 
círculo em €, coincidindo, assim, com a tangente neste ponto. 
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A definição da tangente de a em termos do segmento CD mostra que, ao contrário 
do seno e do cosseno, o valor da tangente não tem nenhum limite. Mais precisamente, à 
medida que a aumenta em direção a 7/2, o valor da tangente aumenta de maneira ilimitada, 
ao passo que tan(a) diminui de maneira ilimitada quando a se aproxima de —7 /2. Isto nos 
permite esboçar o gráfico da tangente no intervalo (-7/2,7/2), como ilustrado na figura 


FIGURA 14. Gráfico da tangente no intervalo (-7/2, 7/2). 


A função inversa da tangente, conhecida como arco-tangente e denotada por arctan, 
tem R como domínio e o intervalo (-7/2,7/2) como imagem. Como no caso do seno e 
do cosseno, seu gráfico pode ser facilmente determinado simetrizando o gráfico da figura 
[14]relativamente areta y = x, como ilustrado na figura[15) na qual as retas horizontais têm 
equações y = -7/2ey=7/2. 


Agora que sabemos como definir a tangente de um ângulo a em termos do seno e 
do cosseno de a, vejamos como inverter os papéis e determinar o seno e o cosseno deste 
ângulo a partir da tangente, não de a, mas de a/2. As fórmulas resultantes são muito 
úteis, como teremos oportunidade de ver quando estudarmos identidades entre funções 
trigonométricas. Nossa demonstração das fórmulas para o seno e o cosseno de a relativa- 
mente à tangente de a/2 será baseada na figura[16] 


A primeira coisa a observar é que o triângulo COB é isósceles, porque OC e OB 
são raios do círculo unitário. Logo LC BO = £ pelo teorema [4.1] Podemos, concluir do 


teorema|4.4]que 


donde 


20+ (mt-a)=T7; 


Q 
p=<. 
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FIGURA 15. Gráfico do arco-tangente no intervalo (-7/2,7/2). 


FIGURA 16. Seno e cosseno relativamente à tangente do meio ângulo 


Calculando a tangente de 8 relativamente ao triângulo ABC, obtemos 


AB 
94 t = 
(94) an(9) = 5 
Por outro lado, como o círculo tem raio igual a um, o triângulo OBA nos dá 
OA=cos(a) e AB = sen(a). 


Logo, 
AC=1+04=1+cos(a). 
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Como precisaremos que AC + 0, suporemos, de agora em diante, que 


(95) a¢{(2k+1)r|keZ}. 
Substituindo as expressões para AC e AB em (94), 
sen(a) 
t ye ae, 
ant) 1+cos(a) 


Para simplificar a notação, escreveremos 

s=sen(a), c=cos(a) e t= tan(£); 
de modo que a fórmula anterior toma a forma 
(96) t= —. 


Elevando ao quadrado, 
5 s? 1-¢ 
Ps =. 
(1+c)2 (1+c)? 
Lembrando que 1-c? = (1-c)(1+c) e que estamos supondo que c + —1, podemos cancelar 
1 + centre o numerador e o denominador, obtendo 
P= le 
Ao 
Resolvendo esta última equação relativamente a c, encontramos 
1-?? 
ce . 
1 +t? 


Substituindo isto em (96), 


1-# 2t 
s=#(1+e)=t(1+ 


1+2) 142° 


Resumindo o que vimos, temos que 


t 
1+? 1+¢?’ 
desde que a satisfaça a condição (95). 


1-?? 2t a 
cos(a) = e sen(a) = ——~, emque t= tan AL 


4. Identidades trigonométricas 


As funções trigonométricas satisfazem várias relações que, como valem para qualquer 
valor do ângulo, são conhecidas como identidades trigonométricas. A mais óbvia de todas 
é 


(97) sen? (0) + cos? (0) = 1, 
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que é mera consequência do fato de que ( sen(@),cos(@)) é um ponto do círculo de raio 1, 
qualquer que seja o valor do ângulo 6. Uma identidade mais interessante é 

sen(0)(1 + tan(0)) = tan(0)( sen(0) + cos(@)). 
Para prová-la, começamos substituindo tan(@) por sen(0)/cos(0), obtendo 
sen(0))  sen(theta) 
cos(0) J cos(theta) 
que, pela distributividade da multiplicação, equivale a 
sen2(0)  sen?(0) 
cos(0)  cos(0) 
Pela comutatividade da adição os dois lados desta iguais, provando a identidade com a qual 
começamos. Nesta demonstração, como tivemos a fazer além de substituir a tangente por 


sua definição em termos do seno e do cosseno, mas estas demonstrações nem sempre são 
tão simples. 


(98) sen(0) ( + (sen(@) + cos(@)); 


sen(0) + + sen(0). 


Considere, por exemplo, 
(99) (1 - sen(0)) + cos(@))? = 2(1 - sen(0))(1 + cos(@)). 


Aplicando o produto notável referente ao quadrado de uma soma uma vez ao lado esquerdo 
uma vez, obtemos 


(1 - sen(0) + cos(@))? = 1 - 2( sen(0) — cos(0)) + (sen(0) — cos(0)))?. 
Fazendo isto mais uma vez, 
(1 - sen(0) + cos(0))? = 1 - 2(sen(0) — cos(0)) + (cos?(0) + sen?(0) — 2 cos(0) sen(0)). 
Usando (97), 
(1 - sen(@) + cos(0))? = 2 - 2( sen(0) — cos(0) — 2 cos(0) sen(0)). 
Por outro lado, multiplicando os dois termos do lado direito da identidade dada, 
2(1 — sen(@))(1 + cos(@)) = 2(1 — sen(0) + cos(@) — sen(@) cos(@)) 


que é igual à identidade anterior. Uma maneira alternativa de proceder utiliza as fórmulas 
do seno e do cosseno relativas à tangente de metade do ângulo, encontradas ao final da 
seção anterior; isto é 

1-t? 

1+?? 1+?’ 


Substituindo estas expressões em (99), encontramos 


(100) cos(0) = e sen(0) = em que t=tan (5) 


1-2 Dp 4º 1-t2 2t 
101 1- —— | =2]1- 1 ; 
wey) ( tra) ( =N +5 
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Como 
2t „1z LP +12 | tt +1) 
1+t? 1442 1+? 14h 
o lado esquerdo de é igual a 


E i (e) 


1+t? (1+t2)2 


Já o lado direito é igual a 
2t 1-t2 2t 1-t2 2 1-# 
2(1- ra Tra) =2(1- [xe Ier BP re) 
Pondo tudo sobre um mesmo denominador, vemos que o lado direito é igual a 
5 ( (1 + 42)? — 2¢(1 +t?) + (14 #2)(1 - 2?) - 2t(1 2) 

(1+t2)? 

Expandindo os produtos notáveis e simplificando, obtemos 
j ( 2t? - 4t +2 

(+PP J’ 
que é igual ao lado esquerdo, como queríamos mostrar. É provável que você esteja achando 
que este segundo método é tudo, menos mais simples que o outro. Mas a grande van- 
tagem é que pode ser facilmente automatizado, porque só envolve reescrever as funções 


trigonométricas em termos de seno e cosseno e substituir as expressões (100); o resto dos 
cálculos é executado muito rápido em um sistema de computação algébrica. 


Vejamos mais um exemplo. Desta vez, queremos saber se a igualdade 
(sec2(-0) — tan?(0)) \ [1 +tan(0) 7 
102 -2 0) = 20 
oe | tan(@) 1 +cot(0) A SO, 
é ou não verdadeira. A equação envolve algumas funções trigonométricas que ainda não 
encontramos, porque são extremamente secundárias. Entre elas estão a secante 


1 
5 =- — 
nee?) cos(@)’ 

a cossecante i 
= 
eset?) sen(0) 

e a cotangente 
1 
OE _ cos(0) 


tan(0) sen(0)' 
Fazendo as devidas substituições do lado esquerdo da igualdade, obtemos 


8) = o É 4 =| 
cos cos cos ee: (0) , 
sen? (0) cos(0) 
cos? (8) I+ sen(0) 
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Substituindo as expressões em (100), 


1 ( 2t 2 2 
ERÊ 14+ HE 
= ( 2t ) + “ae 2 \2 
Es 14142 w2 | 2 
(25) A 1+) 
1+t 1+ E 
( 2t y 1+t2 
1+t2 


Fazendo os cálculos no computador, obtemos 
—t® — 14t® + 8t4 — 10t? +1 
t8-2H1+1 
Contudo, usando a fórmula para o cosseno do dobro de um ângulo, o lado direito de 
é igual a 


1-2 cos? (0). 
Substituindo a expressão do cosseno em (100), podemos reescrever o lado direito de (102) 
na forma 
-tt + 6t? -1 
t4 +24? +1 
o que mostra que a identidade é falsa, pois seus lados esquerdo e direito, expressos como 
funções racionais de t, são claramente diferentes. 


Exercícios 


1. Seja 0 um ângulo entre O e 7/2. 
(a) Calcule o seno, o cosseno e a tangente de 7/2 — O em função do cosseno, do seno 
e da tangente de 0. 


(b) Se 8 +y = 7/2, qual a relação entre tan(() e tan(y)? 
Você deve justificar suas respostas para seno e cosseno usando o círculo trigonométrico. 


2. Calcule o seno, o cosseno e a tangente de —0 a partir do seno, do cosseno e da tangente 
de 0. 


3. Calcule o seno, o cosseno e a tangente de 7 — O a partir do seno, do cosseno e da 
tangente de 6. 


4. Use o exercício anterior e as fórmulas deduzidas da seção |2| para encontrar as ex- 
pressões para sen(a — 5) e cos(a — 3) em função dos senos e cossenos de a e 5. 


5. Determine as fórmula para a tangente da soma de dois ângulos e do dobro de um ângulo 
a partir das fórmulas da seção 


6. Determine as fórmulas para o seno e o cosseno de 3a a partir do seno e cosseno de a. 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


6. TRIGONOMETRIA 


. Use as fórmulas do exercício [6|para calcular o seno e o cosseno de 7/3. 
. Prove, por indução em n, que |sen(nx)| < nsen(x), para todo x e (0,7). 


. Use o fato de que a soma dos ângulos de um triângulo é igual a 7 para relacionar o 


seno e o cosseno de 7/6 com o seno e o cosseno de 7/3. 


Sabe-se que, para um dado ângulo 0, sen(0) = —/11/6 e que tan(0) < 0. Calcule 
cos(0) e tan(0). 


Calcule a área de um triângulo que tem dois lados de comprimentos 2 e 3 que delimitam 
um ângulo 7/4. 


Caminhando ao longo da margem de um rio, você vê um poste de iluminação na outra 
margem, diretamente oposto ao local onde você está. Depois de caminhar 30 metros 
em linha reta, você toma o transferidor, que sempre carrega na mochila, e verifica que 
a reta que liga você ao poste forma um ângulo de 7/7 radianos com o caminho que 
percorreu desde que viu o poste. Qual a largura do rio no lugar onde se encontra o 
poste? 


Se um triângulo retângulo tem um ângulo de 37/8 e o cateto adjacente a este ângulo 
mede 5, quanto mede sua hipotenusa? Você pode supor que sen(37/8) ~ 0,92. 


Prove as seguintes identidades trigonométricas: 

(a) (1 + cot?(@)) sen?(@) = 1; 

(b) (sec2(9) — 1)(csc?(6) - 1) =1; 

(c) (1 - tan?(@))/(cot?(@)) = tan?(0); 

Quais das seguintes identidades trigonométricas são verdadeiras? 
(a) ERC ~ EE) == cot(@) csc(0); 

(b) csc2(0)(1 + sen2(0)) = cot?(@); 

(c) (3) sen(-0) = cos?(@); 


sec(—0 
(d) mina = sen(—0); 
(e) l+sen(0) _ cos(0) 


cos(9) ~ 1+sen(-6@)° 
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